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AVERTISSEMENT. 


Le lecteur qui voudra se borner, au moins 
dans une première lecture , aux simples élé- 
ments, peut passer sans inconvénient les notes, 
appendices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caractères , comme étant 
moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie. Il reviendra ensuite sur ces objets , s’il 
le juge à propos , en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d’après l’avis d’un 
professeur éclairé. 

2V. B. Le» nombres mi* en marge indiquent le* propo- 
sitions auxquelles on devra recourir pour l’intelligence des 
démonstrations. Un seul nombre , comme 4 , indique la 
proposition iv du livre courant : deux nombres, ao. 3, 
indiquent la proposition xx du livre m. Dans la Trigo- 
nométrie on a distingué les articles et les renvois par des 
«biffres romain». 
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ÉLÉMENTS 

* •# 

t 

DE GÉOMÉTRIE. 


a 

LIVRE PREMIER. • . 


LES PRINCIPES. 

DÉFINITIONS. 



I. JLj a Géométrie est une science qui a pour objet la 
mesure de l’étenduq, * 

L’étendue a trois dimensions , longueur , largeur 
et hauteur. 

II. La ligne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités 4’une ligne s'appellent^//»!! .• le point 
n’a donc pas d’étendue. * 

III. La ligne droite est le plus court chemin d’un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n’est ni droite ni composée de 
lignes droites est une ligne courbe. 

Ainsi, AB est une ligne droite, ACDB une ligne Eg.i: 
brisée ou composée de lignes droites , et AEB est une 
ligne courbe. 

V. surface est ce qui a longueur et largeur , sans 
hauteur ou épaisseur. 

VI. Le plan est une surface, dans laquelle pre- 
nant deux points à volonté, et joignant ces deux 

Huit. cd. . i 
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points par une ligne droite, cette ligne est toute en- 
tière dans la surface. . 

VII. Toute surface qui n’est ni plane ni composée 
de surfaces planes est une surface courbe. 

VIII. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de l’étendue. 

fig- a. IX. Lorsque deux lignes droites AB , AC , se ren- 
contrent , la quantité plus ou moins grande dont elleè^ 
sont écartées l une de l'autre , quant à leur position , 
s’appelle angle ; le «point de “rencontre ou A’ intersec- 
tion A est le sommet de l’angle ; les lignes AB , AC , 
en sont les cotés. 

L'angle se désigne quelquefois par la lettre du 
sommet A seulement, d’autres fois par trois lettres 
BAC ou CAB, ayant soin de mettre la lettre du sommet 
au milieu. 

Les angles sont , comme toutes les quantités , sus- 
ceptibles d'addition , de soustraction , de multiplica- 

f g. 20 . tjon, et de division : ainsi l’angle DCE est la somme 
de» deux angles DCB, BCE , et 1 angle DCB est la dif- 
férence des deux. angles DCE, BQE. 

Cg. 3. X. Lorsque la ligne droite AB rencontre üne autre 
droite CD , de telle sorte que les angles adjacents BAC , 
BAD soient égaux entre eux , chacun de ces angles 
s’appelle un angle droite et la ligne AB est dite per- 
pendiculaire sur CD. 

fig 4- XI. Tout angle BAC plus petit qu’un angle droit 
est un angle aigu; tout angle plus grand DEF est un 
angle obtus. 

fig- 5. XII. Deux lignes sont dites parallèles, lorsque, 
étant situées dans le même plan , elles ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu’on les prolonge l'une 
et l’autre. 

XIII. Figure plane est un plan terminé de toutes 
parts par des lignes. 

Si les lignes sont droites, l’espace quelles renfer- 
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nient sappelle figure rectiligne ou polygone, et les fig. 6 . 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
ou périmètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 
de tous, il s'appelle triangle ; celui de quatre côtés 
sappelle quadrilatère, celui de cinq , pentagone ; celui 
de six, hexagone, etc. 

XV. On appelle triangle éclaterai celui qui a ses fig , 
trois côtés égaux; triangle •isosceU, celui dont deux fi g . 8. 
côtés seulement sont égaux; triangle scalene, celui fig. 9 . 
qui a ses trois côtés inégaux. 

XV I. Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
drôit. Le côté opposé à l'angle droit s’appelle hypoté- 
nuse : ainsi ABC est un triangle rectangle en A, le côté fi g . IO , 

JBC est son hypoténuse. 

XVII. Parmi les quadrilatères on distingue: 

Le quarré, qui a ses côtés égaux et ses angles droits. £g. 

( Voyez la prop. xxi , liv. i ). 

Le rectangle, qui a les angles droits sans avoir les c g , a 
côtés égauxt ( Voyez la même prop. ) 

Le parallélogramme ou rhombe , qui a les côtés op- r „ .1 
posés parallèles. *’ 

Le losange, dont les cètés sont égaux sans que les fig. 14. 
angles soient droits. * 

Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont fig. iS. ' 
parallèles. 

XVI il. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC. fig. 4a. 

XJX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
côtés sont égaux; polygone éqitiangle, celui dont tous 
les angles sont égaux. „ .,*■> 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 
lorsqu'ils ont les côtés égaux chacun à chacun , “ht 
V P ,acës d a,,s le même ordre, «c’est-à-dire, lorsqu'en 
suivant leurs contours dans un même sens, le premier 
côté de l’un est égal au premier de l’autre , le second 
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4 G É O M ÉT R I E. 

de l’un ou second de l’autre, le troisième au troisième, 
et ainsi de suite. On entend de même ce que signifient 
deux polygones équiangles entre eux. 

Dans l’un ou l’autre cas , les côtés égaux ou les 
angles égaux s’appellent côtés ou angles homologues. 

N. IJ. Bans les quatre premiers livres il ne sera question que de 
figures planes on tracées sur une surface plane. 

’ • . * 

' * 

Explication des termes et des signes. 

Axiome est une proposition évidente par elle- 
même. 

Théorème est une vérité qui devient évidente au 
moyen d’un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée qui exige une 
solution. 

Lemme est une vérité employée subsidiairement 
pour la démonstration d’un théorème ou la solution 
d’un problème. 

Le nom commun de proposition s’attribue indiffé- 
remment aux théorèmes , problèmes , et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d’une ou 
de plusieurs propositions, t ' 

Scho/ie est une remarque sur une ou plusieurs pro- 
positions précédentes , tendant à faire apercevoir leur 
liaison , leur utilité , leur restriction , ou leur exten- 
sion. 

Hjrpothese est une supposition faite, soit dans l’énon- 
cé d’une proposition , soit dans le courant d’une dé- 
monstration. • * 

Le signe = est le signe de l’égalité ; ainsi l’expres- 
sion A=B signifie que A égale B. 

<Pour exprimer que A est plus petit que B , on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B , on écrit 
A> B. 
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Le signe -+- se prononce plus,- il indique l'addition. 

Le signe — se prononce moins ; il indique la sous- 
traction : ainsi A-f B représente la somme des quan- 
tités A et B ; A — B représente leur différence ou ce - 
qui reste en ôtant B de A ; de môme A — B-t-C, ou 
A+C — B, signifie que A et C doivent être ajoutés 
ensemble , et que B doit être retranché du tout. 

Le signe X indique la midtiplication ; ainsi , A X B 
représente le produit de A multiplié par B. Au lieu du 
signe X on emploie quelquefois un point; ainsi A. B 
est la même chose que A X B. On indique aussi le 
môme produit sans aucun signe intermédiaire par AB; 
mais il ne faut employer cette expression que lors- 
qu’on n'a pas en môme temps à employer celle de la 
ligne AB distance des points A et B. 

L’expressipn Ax(B+C — D) représente le produit 
de A par la quantité B-4-C — D. S’il fallait multiplier 
A-4-B par A — B-pC , on indiquerait le produit ainsi 
(A + B)x(A — B-f-C); tout ce qui est renfermé 
entre parenthèses est considéré comme une seule 
quantité. 

Un nombre mis au devant d’une ligne ou d'une 
quantité, sert de multiplicateur à cette ligne ou à cette 
quantité; ainsi, pour exprimer que la ligne AB est 
prise trois fois , on écrit 3AB ; pour désigner la moitié 
de l'angle A, on écrit j A. 

Le quarré de la ligne AB se désigne par AB ; son 

cube par AB. On expliquera en son lieu ce que si- 
gnifient précisément le quarré et le cube d’une ligne. 

Le signe l/ indique une racine à extraire ; ainsi 
l / 2 est la racine quarréc de 2 ; V A X B est la racine 
du produit Ax B, ou la moyenne proportionnelle 
entre A et B. 

; y '•'-** 

. • T • J- - „ o .* VA 

k *»*<**« *,*• »scMÿ -U '*\l . 
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GÉOMÉTRIE, 


. v AXIOMES. 

1. Deux quantités égales à»une troisième sont égales 

entre elles. . 

2. Le tout est plus grand que sa partie. 

3 . Le tout est égal à la somme des parties dans les- 
quelles il a été divisé. 

4 . D’un point à un autre on ne peut mener qu’une 
seule ligne droite. 

5 . Deux grandeurs, ligne, surface ou solide, sont 
égales , lorsqu'étant placées l’une sur l'autre elles coïn- 
cident dans toute leur étendue. 

• « 

PROPOSITION PREMIERE. 

« * » 

V • . t THÉORÈME. 

S . . *. j , 

Les angles droits sont tous égaux entre eux. 

«g. 16. Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB, et 
GH à EF ; je dis que les angles ACD , EGH seront 
égaux entre eux. • 

Prenez les quatre distances égales CA ,' CB , GE, 
GF , la distance AB sera égale à la distance EF , et 
on pourra placer la ligne EF sur AB , de manière 
que le point E tombe en A , et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l’une avec l’autre ; car, sans cela , il y aurait deux 
*«• 4 lignes droites de A en B, ce qui est impossible*, 
donc le point G, milieu de EF; tombera sur le point 
C, milieu de AB. Le côté GE étant ainsi appliqué 
sur CA , je dis que le côté GH tombera sur CD ; car 
supposons , s’il est possible , qu'il tombe sur une ligne 
M«if.io. CK. différente de CD; puisque, par liypothese*, 
l’angle EGH=HGF , il faudrait qu’on eût ACK— 
KCB. Mais l’angle ACK. est plus grand que ACD, 
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l’angle KCB est plus petit que BCD; d’ailleurs, par 
hypothèse , ACD = BCD ; donc ACK est plus grand 
que KCB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne CK différente de CD ; donc elle tombe sur CI), 
et l’angle EGH sur ACD ; donc tous les angles droits 
sont égaux entre eux. ' 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Toute ligne droite CD, qui en rencontre une r -s- >: 
autre AB , fait avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD , BCD , dont la somme est égale à 
deux angles droits. 

Au point C, élevez sur AB la perpendiculaire CE. 
L’angle ACD est la somme des angles ACE, ECD ; 
donc ACD 4- BCD sera la sonfme des trois ACE , 

ECD, BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les deux 
autres font ensemble l'angle droit BCE; donc la 
somme des deux angles ACD , BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire I. Si l’un des angles ACD, BCD est droit, 
l’autre le sera pareillement. 

Corollaire II. Si la ligne DE est perpendiculaire %. 1 8 . 
à AB, réciproquement AB sera perpendiculaire à 
DE. 

Car, de ce que DE est perpendiculaire à AB, il 
s’ensuit que l’angle ACD est égal à son adjacent 
DCB , et qu’ils sont tous deux droits. Mais de ce 
que l’angle ACD est un angle droit , il s’ensuit que 
son adjacent ACE est aussi un angle droit; donc 
l’angle ACE = ACD, donc AB est perpendiculaire à 
DE. 

, Corollaire III. Tous les angles consécutifs BAC , £g. U. 
CAD , DAE , E AF , formés d’un même côté de la 
droite BF, pris ensemble , valent deux angles droits; 
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car leur somme est égale à celle des deux angles 
BAM , MAP' , AM étant perpendiculaire à BF. 

PROPOSITION HI. 

THÉORÈME. 

Deux lignes droites qui ont deux points com- 
muns coïncident l’une avec l’autre dans toute 
leur étendue, et ne forment qu' une seule et même 
ligne droite. 

É G 'O- Soient les deux points communs A et B ; d’abord 
les deux lignes n’en doivent faire qu’une entre A et 
B , car sans cela il y aurait deux lignes droites de A 
**■*■ en B, ce qui est impossible *. Supposons ensuite que 
ces lignes étant prolongées , elles commencent à se 
séparer au point C , l’une devenant CD , l’autre CE. 
Menons au point C la ligne CF, qui fasse avec CA 
l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite , 
* i>r. a. l’angle FCD sera un angle droit*; puisque la ligne 
. cor ' ACE est droite , l’angle FCE sera pareillement un 
angle droit. Mais la partie FCE ne peut pas être égale 
au tout FCD ; donc les lignes droites qui ont deux 
points A et B communs, ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement ; donc elles ne 
forment qu’une seule et même ligne droite. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

H- a®. Si deux angles adjacents ACD , DCB , valent 
ensemble deux angles droits , les deux côtés ex- 
térieurs AC , CB , seront en ligne droite. 

Car si CB n’est pas le prolongement, de AC , soit 
CE ce prolongement ; alors la ligne ACE étant droite, 
la somme des angles ACD , DCE , sera égale à deux 


TT; 
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droits*. Mais, par hypothèse, la somme des angles 
ACD, DCB , est aussi égale à deux droits ; donc ACO 
-+-DCB serait égale à ACD -f- DCE ; retranchant de 
part et d'autre l’angle ACD , il resterait la partie DCB 
égale au tout DCE, ce qui est impossible ; donc CB 
est le prolongement de AC. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Toutes les fois que deux lignes droites AB , «g. ai. 
DE, se coupent, les angles opposés au sommet ■ 
sont égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite , la somme des 
angles ACD , ACE , est égale à deux droits ; et puis- 
que la ligne AB est droite, la somme des angles ACE, 

BCE , est égale aussi à deux droits ; donc la somme 
ACD 4- ACE est égale 41a somme ACE-J- BCE. Re- 
tranchant de part et d’autre le même angle ACE , il 
restera l'angle ACD égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l’angle ACE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie. Les quatre angles formés autour d’un point 
par deux droites qui se coupent valent ensemble 
quatre angles droits ; car les angles ACE , BCE pris 
ensemble, valent deux angles droits, et les deux autres 
ACD, BCD, ont la même valeur. * 

En général , si tant de droites qu’on voudra CA , fig. sa. 
CB , etc. , se rencontrent en un point C , la somme 
de tous les angles consécutifs ACB , BCD , DCE , 
ECF, FC A, sera égale à quatre angles droits: car 
si on formait au point C quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elles, 
le même espace serait rempli, soit par les quatre 
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angles droits , soit par les angles successifs ACB , 
BCD , etc. 

PROPOSITION VI. 

THEORBME. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun. 

*3- Soit l’angle A égal à l’angle D , le côté AB égal à 
DE , le côté AG égal à DF ; je dis que les triangles 
ABC , DEF, seront égaux. 

En effet , ces triangles peuvent être posés l’un sur 
l'autre de manière qu’ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur son égal AB, le 
point D tombera en A et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à 1 angle A , dès que le côté 
DE sera placé sur AB, le côté DF prendra la direc- 
tion AC. De plus DF est égal à AC ; donc le point F 
tombera en C j et le troisième côté EF couvrira exac- 
tement le troisième côté BC; donc le triangle DEF 
*ax.5. est égal au triangle ABC*. , 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, l’angle A = l), le côté AB = 
DE, et le côté AC=DF, on peut conclure que les 
trois autres le sont, savoir, langle B z= E , 1 angle 
C=F, et le côté BC=EF. 

' PROPOSITION VII. 

. THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu’ils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun. 

fis Soit le cété BC égal au côté EF , 1 angle B égal à 
l’angle E , et l’angle C égal à l’angle F ; je dis que le 
triangle DEF sera égal au triangle ABC. 
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Car, pour opérer la superposition, soit placé EF 
sur son égal BC, le point E tombera en B, et le point 
F en C. Puisque l’angle E est égal à l’angle B, le côté 
ED prendra la direction BA ; ainsi le point D sc 
trouvera sur quelque point de la ligne B A. De même, 
puisque l’angle F est égal à l’angle C, la ligne FD 
prendra la direction CA , et le point D se trouvera 
sur quelque point du côté CA ; donc le point D qui 
doit se trouver à-la-fois sur les deux lignes BA, CA, 
tombera sur leur intersection A; donc les deux trian- 
gles ABC, DEF, coïncident l’un avec l’autre, et sont 
parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, BC = EF, B = E, C=F, on 
peut conclure que les trois autres le sont , savoir, 
AB = DE, AC=DF, A=D. 


PROPOSITION VIII. 

> ... .. ■ ■ ■ j . v i, 'V ' 

. \ : - *,■■- * . . «r * 

THÉORÈME. 


Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC , par exemple , est le plus fi g . >3. 
court chemin de B en C * , donc. BC est plus petit que * déf. 3. 
BA-hAC. 

PROPOSITION IX. 


THÉORÈME. 

■ • 

Si, d’un point O pris au-dedans du triangle £«■*<• 
ABC , on mène aux extrémités d’un côté BC les 
droites OB , OC , la somme de ces droites sera, 
moindre que celle des deux autres côtés AB, AC. * 

Soit prolongé BO jusqu’à la rencontre du côté AG 
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en D ; la ligne droite OC est plus courte que OD -J- 
* p t - 8- DC* : ajoutant de part et d’autre BO, on aura BO -f- 
OC<BO + OD + DC, ou BO-h OC < BD DC. 

On a pareillement BD<BA-4-AD; ajoutant de 
part et d’autre DC, on aura BD DC < BA 4- AC. 
Mais on vient de trouver BO-4-OC < BD-f-DC ; donc 
à plus forte raison , BO-f-OC < BA+AC. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

s r . * 

6g. 15 . Si les deux côtés AB, AC, du triangle ABC 
sont égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle 
DEF, chacun à chacun ; si en même temps l’angle 
BAC, compris par les premiers , est plus grand 
que r angle EDF , compris par les seconds ; je 
dis que le troisième côté BC du premier triangle 
sera plus grand que le troisième EF du second 
Faites l’angle CAG = D , prenez AG = DE , et 
joignez CG , le triangle GAC sera égal au triangle 
DEF, puisqu’ils ont par construction un angle égal 
*pr,6. compris entre côtés égaux*; on aura donc CG — EF. 
Maintenant il peut y avoir trois cas , selon que le point 
G tombe hors du triangle ABC , ou sur le côté BC ; 
ou au-dedans du môme triangle., 
fig- 2 5. Premier cas. La ligne droite GC est plus courte 

que GI + IC , la ligne droite AB est plus courte que 
A1-+-IB ; donc GC-4- AB est plus petit que GI-E Al-f- 
IC+IB , ou , ce qui est la même chose , GC-f- AB < AG 
4-BC. Retranchant d’un côté AB et de l’autre son égale 
AG, il restera GC < BC : or GC=EF ; donc on aura 
EF <BC. - ‘ . * 

fig- nfi- Second cas. Si le point G tombe sur le côté BC , il 
est évident que GC ou son égale EF sera plus petit 
que BC. 
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Troisième cas. Enfin si le point G tombe au-dedans c g . 17. 
du triangle ABC , on aura , suivant le théorème pré- 
cédent, AG + GC < AB 4-BC. Retranchant d’une part 
AG , et de l’autre son égale AB, il restera GC < BC, ou 
EF < BC. 

PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu’ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB=DE, AC=DF, BC=EF,je disfig îJ- 
qu’on aura l’angle A=D , B=E, C= F. 

Car si l’angle A était plus grand que l’angle D , 
comme les côtés AB, AC, sont égaux aux côtés DE, 

DF, chacun à chacun , il s’ensuivrait, par le théorème 
précédent, que le côté BC est plus grand que EF; 
et si l’angle A était plus petit que l’angle D, il s’en- 
suivrait que le côté BC est plus petit que EF ; or, BC 
est égal à EF ; donc l'angle A ne peut être ni plus 
grand ni plus petit que l’angle D ; donc il lui est égal. 

On prouvera de même que l’angle B =: E , et que 
l’angle C = F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
A et D sont opposés aux côtés égaux BC , EF. 

PROPOSITION XII. 

4 * 

THÉORÈME. * 

# 

Dans un triangle isoscele, les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux. 

Soit le côté AB=AC, je dis qu’on aura l’angle fig >*■ 
C=B. 
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Tirea laligne AD du sommet A au point D , milieu 
de la base BC , les deux triangles ABD , ADG , auront 
les .trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commun, AB=rAC par hypothèse, et BD=:DC par 
construction ; donc , en vertu du théorème précédent, 
l’angle B est égal à l’angle G. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle, c’est-à-dire, qu’il a ses angles égaux'. 

Scholie. L’égalité des triangles ABD, AGD, prouve 
en même temps que l’angle BAD = DAC , et que 
l’angle. BD A= ADC ; donc ces deux derniers sont 
droits ; donc la ligne menée du sommet d'un triangle 
isoscele au milieu de sa base , est perpendiculaire à 
cette base, et divise l'angle du sommet en deux parties 
égales. • . ; . . • * v . ■ 

; Dans un triangle non isoscele on prend indifférem- 
ment pour base un* .côté quelconque , et alors son 
sommet est celui de l'angle opposé. Dans le triangle 
isoscele on prend particulièrement pour base le côté 
qui n'est point égal à l’un des deux antres. 

PROPOSITION XIII. 

. 

THEOREME. 

% 

Réciproquement , si deux angles sont égaux 
dans un triangle, les cotés opposés seront égaux , 
et le triangle sera isoscele. 

Soit l'angle ABC = ACB, je dis que le côté AC sera 
égal au côté AB. §. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux , soit AB le plus 
grand des deux. Prenez BD=AC, et joignez DC. 
L’angle DBC est, par hypothèse, égal à ACB, les 
deux côtés DB, BC sont égaux aux deux AC, CB; 

♦ 1>r .6. donc le triangle DBC * serait égal au triangle ACB. 
Mais la partie ne peut pas être égale au tout ; donc il 
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n’y a point d’inégalité entre les côtés AB , AC ; donc 
le triangle ABC est isoscele. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

De deux côtés d’un triangle , celui-là est le 
plus grand qui est opposé à un plus grand 
angle , et réciproquement , de deux angles d’un 
triangle , celui-là est le plus grand qui est op- 
posé à un plus grand côté. 

i° Soit l'angle C > B * je dis qu# le côté AB opposé %■ 3o - 
à l’angle C est plus grand que le côté AC opposé à 
l’angle B. * * > ' * ' ’ 

Soit fait l’angle BCD = B; dans le triangle BDC 
on aura * BD=DC. Mais la ligne droite AC est plus *P r -' 3 - 
courte *que AD-f-DC, et AD-f-DC:=AD-+-DB= 

AB ; donc AB est plus grand que AC. 

a° Soit le côté AB > AC , je dis que l’angle C opposé 
au côté AB sera plus grand que l’angle B opposé au 
côté AC. 

Car si on avait C < B , il s’ensuivrait , par ce qui 
vient d etre démontré , AB < AC , ce qui est contre la 
supposition. Si on avait C = B , il s'ensuivrait * AB=r *P r - ,3 - 
AC , ce qui est encore contre la supposition ; donc il 
faut que l’angle C soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

D’un point A donné hors d'une droite DE , on %. j t . 
ne peut mener qu’une seule perpendiculaire à 
cette droite. 

Car supposons qu’on puisse en mener deux AB et 
AC ; prolongeons l’une d'elles AB d’une quantité BF 
— AB , et joignons FC. 
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Le triangle CBF est égal au triangle ABC : car 
l’angle CBF est droit ainsi que CBA , le côté CB est 
commun , et le côté BF =AB ; donc ces triangles 
*P r 6 - sont égaux*, et il s’ensuit que l’angle BCF— BCA. 
L'angle BCA est droit par hypothèse ; donc l'angle 
BCF l’est aussi. Mais si les angles adjacents BCA, BCF, 
valent ensemble deux angles droits, il faut que la ligne 
•pr.*. ACF soit droite*; d’où il résulte qu’entre les deux 
mêmes points A et F, on pourrait mener deux lignes 
•u.4. droites ABF, ACF; ce qui est impossible*; donc il 
est pareillement impossible que deux perpendiculaires 
soient menées d’un même point sur la même ligne 
droite. 

« • ’ • ■* * 

r ‘g- <7- Schnlie. Par un même point C donné sur la ligne 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cotte ligne : car si CD et CE étaient ces 
deux perpendiculaires, l’angle DCB serait droit ainsi 
que BCE , et la partie serait égale au tout. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

*6 3l Si d’un point A situé hors d’une droite DE on 
mene la perpendiculaire AB sur cette droite , et 
différentes obliques AE, AC, AD , etc . , à diffé- 
rents points de cette même droite : 

i° La perpendiculaire AB sera plus courte 
que toute oblique. 

u° Les deux obliques AC , AE , menées de 
part et d'autre de la perpendiculaire à des dis- 
tances égales BC , BE , seront égales. 

3° De deux obliques AC et AD, ou AEet AD, 
menées comme on voudra , celle qui s’écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 
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Prolongez la perpendiculaire AB d’une quantité 
BF'= AB , et joignez FC, FD. 

i° Le triangle BCF est égal au triangle DCA , car 
l’angle droit CBF=CBA, le côté CB est commun, et 
le côté BF= BA ; donc * le troisième côté CF est égal * pr .6 
au troisième AC. Or , ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne brisée ; donc AB moitié de ABF est 
plus courte que AC moitié de ACF $ donc 1 °, la per- 
pendiculaire est plus courte que toute oblique. 

2 ° Si on suppose BF.=BC, comme on a en outre AB 
commun et l’angle ABF.= ABC, il s'ensuit que le tri- 
angle ABE est égal au triangle ABC ; donc les côtés 
AE , AC sont égaux ; donc 2 °, deux obliques qui s’écar- 
tent également de la perpendiculaire sont égales. 

3° Dans le triangle DFA la somme des lignes AC, 

CF, est plus petite * que la somme des côtés AD, DF ; *pr g- 
donc AC, moitié de la ligne ACF, est plus courte 
que AD moitié cVe ADF ; donc 3°, les obliques qui 
s’écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance d'un point à une’ ligne, puisqu'elle est plus 
courte que toute oblique. 

II. D’un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était il y aurait 

d’un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
égales , ce qui est impossible. 


i 

4 


V’ 


PROPOSITION XVII. 


THEOREME. 


Si par le point C, milieu de la droite AB, on c b ..3j. 
éleve la perpendiculaire EF 'sur cette droite; 
i° chaque point de la perpendiculaire sara éga- 
lement distant des deux extrémités de la ligne 
Huit. cd. 2 
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AB; o.° tout point situé hors de la perpendicu- 
laire sera inégalement distant des memes extré- 
mités A et B. 

Car, i° puisqu’on suppose AC=CB, les deux obli- 
ques AD, DB, s'écartent également de la perpendi- 
culaire ; donc elles sont égales. Il en est de même des 
deux obliques AE , EB, des deux AF, FB , etc. ; donc 
i°, tout point de la perpendiculaire est également dis- 
tant des extrémités A et B. 

2 " Soit I un point hors de la perpendiculaire ; si 
on joint IA, IB, l’une de ces lignes coupera la per- 
pendiculaire en D , d’où tirant DB , on aura DB=ÜA. 
Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brisée ID-pDB, et ID-t- DB = ID-p DA=IA ; donc 
IB < IA ; donc 2 °, tout point hors de la perpendicu- 
laire est inégalement distant des extrémités A et B. 

O 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORSMS, 

Deux : triangles rectangles sont égaux lors- 
qu’ils ont l’hypoténuse égale et un côté égal. . 
fij. 33. Soit l’hypoténuse AC=DF , et le côté AB=ÜE , je 
dis que le triangle rectangle ABC sera égal au triangle 
rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC 
était égal au troisième EF : supposons , s il est pos- 
sible, que ces côtés ne soient pas égaux , et que BC 
soit le plus grand. Prenez BG = EF, et joignez AG. 
Le triangle ABG est égal au triangle DEF ; car l’angle 
droit B est égal à l'angle droit E, le côté AB=DE, et 
* P rfi - le côté BG=EF ; donc ces deux triangles sont égaux *, 
et on a par conséquent AG=DF ; mais, par hypo- 
thèse, DF=rAC ; donc AG = AC. Mais l'oblique AC 
pr. iC. ne peut être égale à AG *, puisqu’elle est plus éloignée 
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de la perpendiculaire AB; donc il est impossible que 
11C différé de EF ; donc le triangle ABC est égal au 
triangle DEF. 

PROPOSITION XIX. 

LEMM E. 

La somme des trois angles d'un triangle ne 
peut être plus grande que deux angles droits. 

Soit , s’il est possible , ABC un triangle dans lequel 3S- 
la somme des trois angles est plus grande que deux 
angles droits. 

Sur AC prolongé prenez CE = AC; faites l’angle 
ECD=CAB, le côté CD= AB, joignez DE et BD. Le 
triangle CDE sera égal au triangle BAC, puisqu'ils 
ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun 
à chacun*; donc (Ai aura l’angle CED = ACB, l’an- * f-- 6. 
gle CDE= ABC , et le troisième côté ED égal au troi- 
sième BC. 

Puisque la ligne ACE est droite, la somme des 
angles ACB , BCD , DCE est égale à deux angles 
droits *; or, on suppose la somme des angles du triau- *t ,r - *■ 
gle ABC plus grande que deux angles droits, on aura lul 

donc '. 

CAB -+- ABC ACB > ACB + BCD + ECD ; 
retranchant de part et d’autre ACB commun et CAB 
= ECD , il restera ABC > BCD ; et par ce que les côtés 
AB , BC du triangle ABC , sont égaux aux côtés CD, 

CB du triangle BCD , il s’ensuit que le troisième côté 
AC est plus grand que le troisième BD *. * P r m 

Imaginons maintenant qu'on prolonge indéfini- 
ment la ligne AC , ainsi que la suite des triangles 
égaux et semblablement placés ABC , CDE , EFG , 

GHI , etc. ; si l’on joint les sommets voisins par lus 
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droites BD , DF, FH , HK, etc. , on formera en même 
temps une suite de triangles intermédiaires BCD, 
DEF, FGH, etc., qui seront tous égaux entre eux, 
puisqu’ils auront un angle égal compris entre cotés 
égaux chacun à chacun ; donc on aura BD=DF= 
FH=HK, etc. 

Cela posé , puisqu’on a AC > BD , soit la diffé- 
rence AC — BD=D ; il est clair que aD sera la diffé- 
rence entre la ligne droite ACF,-.'Çgale à aAC , et la 
ligne droite ou brisée DDF égaiie à aBD ; de sorte 
qu’on aura AE — BF=aD. On aura de même AG — 
BH=3D, Al — BRr=4D, et ainsi de suite. Or, quel- 
. que petite que soit la différence D , il est évident que 
cette différence, répétée un nombre de fois suffi- 
sant , deviendra plus grande qu’une longueur donnée. 
On pourra donc supposer la suite des triangles pro- 
longée assez loin pour qu’on ait AP — BQ> aAB; et 
ainsi on aurait AP > BQ -+- 2 AB. Qr, au contraire, la 
ligne droite AP est plus courte que la ligne angu- 
leuse ABQP , qui joint les mêmes extrémités A et P, 
de sorte qu'on aura toujours AP> AB-+-BQ-+-QP, 
ou AP < BQ -f- aAB ; donc l’hypothese d’où l’on est 
parti est absurde ; donc la somme des trois angle* 
du triangle ABC ne peut être plus grande que deux 
angles droits. 


PROPOSITION XX. 

'THÉORÈME. 

Dans tout triangle , la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

Ayant déjà prouvé que la somme des trois angles 
d’un triangle ne saurait surpasser deux angles droits, 
il reste à démontrer que cette même somme ne peut 
être plu» petite que deux angles droits. 
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Soit ABC le triangle proposé, et soit , s il est possi- fig.35 » 
ble, la somme de ses angles = aP — Z, P désignant un 
angle droit , et Z étant la quantité quelconque dont on 
suppose que la somme des angles est plus petite que 
deux angles droits. 

Soit A le plus petit des angles du triangle ABC, 
sur le côté opposé BC faites l'angle BCDz=ABC, et 
l’angle CBD=:ACB ; les triangles BCD, ABC„scront 
égaux , comme ayant un côté égal BC adjacent à «leux 
angles égaux chacun à chacun*. Par le point D tirez *P r : 
une ligne droite quelconque EF qui rencontre en E et 
F les deux côtés de l’angle A prolongés (i). 

Puisque la somme des angles de chacun des trian- 
gles ABC, BCD est aP — Z, et que celle de chacun 
des triangles EBD, DCF , ne peut excéder 2 P*, il*P r , 9 
s’ensuit que la somme des angles des quatre triangles 
ABC, BCb, EBD, DCF, n’exccde pas 4P-^aZ-f- 
4P, ou 8 P — 2 Z. Si de cette somme on retranche 
celle des angles en B, C, D, qui est 6P, puisque la 
somme des angles formés en chacun des points B , 

C , D, est aP * , le reste sera égal à la somme des an- *p» a- 
gles du triangle AEF ; donc la somme des angles du r ° r 
triangle AEF n’excede pas 8P — aZ — 6P, ou aP — 
aZ. 

Ainsi , tandis qu’il faut ajouter Z à la somme des 
angles du triangle ABC pour en' faire deux angles 
droits, il faut ajouter au moins 2 Z à la somme des 
angles du triangle AEF pour en faire également deux 
angles droits. 

Par le moyen du triangle AEF on construira sem- 
blablement un troisième triangle, tel qu’il faudra 

(1). On suppose que A est le plus petit des anglt^du triangle 
ABC , et qu’en conséquence il est moindre ou non plus grand 
que deux tiers d’angle droit , afin de rendre plus sensible la 
possibilité qu’une ligne droite menée par le point D rencontre 
à-la-fois les deux ctàtés AB . AC , prolongés. • » 


Digitized by Google 


22 GÉOMÉTRIE. 

ajouter au moins 4 Z à la somme de ses trois angles 
pour que le tout soit égal à deux angles droits ; et par 
le moyen du troisième on eu construira de même un 
quatrième, tel qu’il faudra ajouter au moins 8 Z à la 
somme de ses angles , afin que le tout soit égal à deux 
angles droits , ainsi de suite. 

Or , quelque petit que soit Z par rapport à l’angle 
droit V, la suite Z, 2Z, 4 Z, 8 Z, etc., dont les ter- 
mes croissent en raison double , conduira bientôt à 
un terme égal à 2 P ou plus grand que 2 P. On par- 
viendra donc plors à un triangle tel qu’il faudrait 
ajouter à la somme de ses angles une quantité égale 
ou plus grande que 2 P, pour que la somme totale fût 
seulement 2 P. Cette conséquence est visiblement ab- 
surde ; donc l'hypothese d’où l’on est parti ne saurait 
subsister, c’est-à-dire, qu’il est impossible que la 
somme des angles du triangle AUC soit plus petite 
que deux angles droits : elle ne peut être plus grande 
en vertu de la proposition précédente; donc elle est 
égale à deux angles droits. 

Corollaire I. Deux angles d’un triangle étant don- 
nés, ou seulement leur sommé, on connaîtra le troi- 
sième en retranchant la somme de ces angles de deux 
angles droits. 

II. Si deux angles d’un triangle sont égaux à deux 
angles d’un autre triangle , chacun à chacun, le troi- 
sième sera égal au troisième , et les triangles seront 
éqniangles entre eux. 

III. Dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit ; car, s’il y en avait deux , le troisième angle 
deviendrait nul ; à plus forte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu’un seul angle obtus. 

IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux 
angles aigus est égale à un angle droit. 

V. Dans un triangle équilatéral , chaque angle est 
égal au tiers de deux angles droits ou aux deux tiers 
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d’un angle droit ; de sorte que l'angle droit étant ex- 
primé par i , l’angle du triangle équilatéral sera expri- 
mé par y. 

VI. Dans tout triangle BAC, si on prolonge le côté Cg- 4». 
CA vers D, l’angle extérieur BAD sera égal à la somme 
des deux intérieurs opposés B et C ; car, en ajoutant 
de part et d’autre BAC , les deux sommes sont égales 
à deux angles droits. 

PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

La somme de tous les angles intérieurs d’un 
polygone est égale à autant de fois deux angles 
droits qu’il y a d’unités dans le nombre des côtés 
moins deux. 

Soit ABCDEF, etc., le polygone proposé ; si dufig. 4 ». 
sommet d’un même angle A , on mene à tous les 
sommets des angles opposés les diagonales AC , AD , 

AE , etc. , il est aisé de voir que le polygone sera par- 
tagé en cinq triangles , s’il a sept côtés ; en six trian- 
gles , s’il avait huit côtés ; et en général en autant de 
triangles que le polygone a de côtés moins deux; car 
ces triangles peuvent être considérés comme ayant - 
pour sommet commun le point A , et pour bases les 
différents côtés du polygone, excepté les deux qui 
forment l’angle A. On voit en même temps que la 
somme des angles de tous ces triangles ne différé 
point de la somme des angles du polygone; donc, 
cette derniere somme est égalé à autant de fois deux 

o 

angles droits qu’il y a de triangles , c’est-à-dire, qu’il 
y a d’unités dans le nombre des côtés du polygone 
moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles d’un quadri- 
latère est égale à deux angles droits multipliés par 
4 — 2 , ce qui fait quatre angles droits; donc si tous 
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les angles du quadrilatère sont égaux, chacun d’eux 
sera un angle droit : ce qui justifie la définit, xvn , 
où l’on a supposé que les quatre angles d’un qua- 
drilatère sont droits dans le cas du rectangle et du 
quarré. 

II. La somme des angles d’un pentagone est de 2 
•angles droits multipliés par 5 — 2 , ce qui fait 6 angles 

droits; donc lorsqu'un pentagone est cquiangle, c’est- 
à-dire, lorsque ses angles sont égaux les uns aux autres, 
Chacun d’eux est égal au cinquième de six angles 
droits , ou aux ^ d’un angle droit. 

III. La somme des angles d’un hexagone est de 
2 X (6 — 2 ) ou 8 angles droits; donc dans l’hexagone 
équiangle , chacun des angles est le sixième de huit an- 
gles droits, ou les j d’un angle droit; ainsi de suite. 

fi* 43. Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition à 
un polygone qui aurait un ou plusieurs angles ren- 
trants , il faudrait considérer chaque angle rentrant 
comme étant plus grand que deux angles droits. Mais, 
pour éviter tout embarras, nous ne considérerons 
ici , et dans la suite , que les polygones à angles sail- 
lants , qu’on peut appeler autrement polygones con- 
vexes. Tout polygone convexe est tel qu’une ligne 
droite, menée comme on voudra, ne peut rencontrer 
le contour de ce polygone qu’en deux points. 

PROPOSITION XXII. . 

THÉORÈME. 

Cg 36. Si deux lignes droites AC, ED , sont perpen- 
diculaires à une troisième AE, ces deux lignes 
seront parallèles , c’est-à-dire , qu elles ne pour- 
ront se rencontrer à quelque distance qu’on les 
prolonge. 

Car. si elles se rencontraient en un point O, il y 
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aurait deux perpendiculaires OA, OE, abaissées d'un 
même point O sur une même ligne AE , ce qui est 
impossible*. *pr. i5 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si deux lignes droites AC , BD ,/ont avec une fig. % 
troisième AB, deux angles intérieurs CAB, A BD, 
dont la somme soit égale à deux angles droits , 

• les lignes AC , BD , seront parallèles. 

Si les angles CAB, ABD étaient égaux entre eux, 
ils seraient droits l’un et l’autre, et on tomberait dans 
le cas de la proposition précédente : supposons donc 
que ces deux angles sont inégaux , et, par le point A 
soit abaissée AE perpendiculaire sur BD. 

Dans le triangle rectangle ABE , la somme des 
deux angles aigus ABE , BAE est égale à un angle 
droit*; cette somme étant retranchée de celle des* pr.au. 
deux angles ABE , BAC , qui , par hypothèse , est cor ‘ * 

• égale à deux angles droits , il restera l'angle CAE égal 
à un angle droit ; donc les deux lignes AC, BD, sont 
perpendiculaires à une même ligne AE ; donc elles 
sont parallèles *. *pr. a». 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 

Si deux lignes droites AF , BD ,/ont avec une s g . 3 « 4 , 
troisième AB deux angles intérieurs F AB , ABD, 
dont la somme soit moindre ou plhs grande que 
deux angles droits, je dis que les deux lignes 
AF , BD , prolongées suffisamment , se rencon- 
treront. 

Menez AC de maniéré que la somme des angles 


i 
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CAB-f-ABD soit égale à deux angles droits; il pourra 
arriver deux cas , selon que l’angle BAF sera plus petit 
ou plus grand que BAC , c’est-à-dire , selon que la 
somme donnée FAB-f-ABD sera plus petite ou plus 
grande que deux angles droits. 

Soit i° l’angle BAF <BAC; tirez par le point A 
une oblique quelconque AM qui rencontre BD en M ; 
l'angle AMB sera égal à MAC, puisqu’on ajoutant 
de part et d’autre une même quantité MAB+ABM, 
les deux sommes sont égales chacune à deux angles 
droits. Prenez maintenant MN = AM, et joignez . 
AN ; l’angle AMB , extérieur au triangle MAN , est 
égîtl à la somme des deux intérieurs opposés MAN , 
*pr. ao. ANM * ; ceux-ci sont égaux entre eux , puisque 
AM = MN ; donc l’angle AMB ou son égal MAC 
est double de MAN ; donc la ligne AN divise en deux 
parties égales l’angle CAM , et rencontre la ligne BD 
en un point N situé à la distance MN = AM. Il suit 
de la même démonstration que , si sur la ligne BD 
on prend semblablement NP=AN , on aura le 
point P où doit aboutir la ligne droite qui divise en 
deux parties égales l’angle CAN. On peut donc 
prendre ainsi successivement la moitié, le quart, 
le huitième, le seizième, etc., de l’angle CAM, et 
les lignes qui opèrent ces divisions rencontreront la 
ligne BD en des points de plus en plus éloignés, 
mais faciles à déterminer , puisqu’on aura successive- 
ment MN=AM, NP=AN, PQ=AP, etc. On peut 
même remarquer que chaque distance d’un point 
d’intersection au point A n’est pas tout-à-fait double 
de la distance de l'intersection précédente; car AN, 
par exemple , est moindre que AM -f- MN , ou que 
le double de AM , on a pareillement AP < 2 A N , 
AQ<aAP, et ainsi de suite. Mais, en continuant 
de sous -diviser l’angle CAM en raison double, on 
parviendra bientôt à un angle CAZ plus petit que 
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l’angle donné CAF, et il sera encore vrai <jue AZ 
prolongée rencontre B D en un point déterminé ; 
donc, à plus forte raison, la ligne AF située dans 
l’angle BAZ , rencontrera BD ; donc, si les deux angles ' ' 
BAF, ABD, font ensemble une somme moindre que 
deux angles droits, les lignes AF, BD, prolongées 
suffisamment, se rencontreront. 

Supposons a° que les deux angles FAB, ABD , fig.36.i>. 
fassent une somme plus grande que deux angles 
droits; si on prolonge FA vers G et DB vers E, la 
somme des quatre angles FAB, BAG, ABD, ABE, 
sera égale à quatre angles droits*; et si on en re-*pr. a. 
tranche FAB ABD plus grande que deux angles 
droits, le reste BAG+ABE sera plus petit que deux 
angles droits; donc, suivant le premier cas, les lignes 
AG , BE , prolongées suffisamment , doivent se ren- 
contrer. 

Corollaire. Par un point donné A on ne peut me- fi g .36.a. 
ner qu’une seule parallèle à la ligne donnée BD ; car 
il n’y a qu’une ligne AC qui fasse la somme des deux 
angles BAC-f- ABD égale à deux angles droits; celle-là 
est la parallèle demandée : toute autre ligne AF ferait 
la somme des deux angles BAF-f-ABD , plus petite 
ou plus grande que deux angles droits ; donc elle ren- 
contrerait la ligne BD. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME, 

Si deux lignes parallèles AB, CD, sont ren- 1 8 3 -, 
contrées par une sécante EF ', la somme des deux 
angles intérieurs AGÜ ; GOC , sera égale à deux 
angles droits. 

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux 
lignes AB, CD, se rencontreçaient d’un côté ou de 
l’autre * , et ne seraieut pas parallèles. * P r 1 '<- 
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Corolldire I. Si l’angle GOC est droit, l’angle AGO 
doit l’être aussi ; donc , toute ligne perpendiculaire a 
l'une des parallèles est perpendiculaire a Vautre. 

Corollaire II. Puisque AGO+GOG est égal à deux 
angles droits ; et que GOD -+- GOG est aussi égal à 
deux angles droits, en retranchant de part et d’autre 
GOC , on aura l'angle AGO=GOD. Par conséquent, 
les quatre angles aigus EGB , AGO , GOD , COF , 
sont égaux entre eux ; il en est de même des quatre 
angles obtus AGE, OGB, GOG , DOF ; et en même 
temps , si on ajoute l’un des quatre angles aigus à 
l’un des quatre obtus, la somme fera toujours deux 
angles droits. 

Scholie. On donne ordinairement des noms parti- 
culiers à quelques-uns de ces angles compares deux 
à deux. Nous avons déjà appelé les angles AGO, GOC, 
intérieurs d’un meme côté ; les angles BGO, GOD, 
ont le même nom ; les angles AGO , GOD , s’appel- 
lent. alternes-internes , ou simplement alternes ; il en 
est de même des angles BGO, GOG : les angles EGB, 
GOD , s’appellent internes-externes ; et enfin les angles 
EGB, COF, prennent le nom à'altemes-externcs. On 
peut donc regarder comme autant de propositions 
déjà démontrées, les suivantes : 

i° Les angles intérieurs d’un même côté, pris en- 
semble, valent deux angles droits; 

2 ° Les angles alternes-internes sont égaux ; 

3° Les angles internes-externes sont égaux ; 

4° Les angles alternes -externes sont égaux. 

Réciproquement, si les angles désignés dans un des 
trois derniers cas sont égaux, on peut conclure que les 
lignes auxquelles ils se rapportent sont parallèles. Soit, 
par exemple, l’angle AGO = GOD; puisque GOC-J- 
GOD est égal à deux droits, on aura aussi AGO-H 
*pr.a3. GOG égal à deux droits ; dojjp * les lignes AG, CO , 
sont parallèles. * 
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PROPOSITION XXVI. 

THÉORÈME. 

Veux lignes AB , CD , parallèles à une troi- û s- 3t - 
sterne EF , 'sont parallèles entre elles. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à EF. Puis- 
que AB est parallèle à EF, PR sera perpendiculaire 
à AB*; de même puisque CD est parallèle à EF,la*pr. as, 
sécante PR sera perpendiculaire à CD; donc AB et cor ' 

CD sont perpendiculaires à la même ligne PQ, donc 
elles sont parallèles *. * P r - 82 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

Deux parallèles sont par-tout également dis- 
tantes. 

Entre les deux parallèles AC, BD, menez par- tout Cg.3<). 
où vous voudrez les deux perpendiculaires AB, CD, 
je dis que ces deux perpendiculaires sont égales. 

Les lignes AB , CD , perpendiculaires à l une des 
parallèles , sont en même temps perpendiculaires à 
l’autre,*; et si on mene EF perpendiculaire sur le*rr. aî. 
milieu de AC, EF sera aussi perpendiculaire à BD, 
de sorte que tous les angles enA,E,C,B,F, D, 
seront droits. Cela posé , je dis que le quadrilatère 
AEFB peut être placé exactement sur le quadrilatère 
CEFD ; car le côté EF est commun ; l’angle AEF est 
égal à FEC, et le côté EA est égal à EC par cons- 
truction ; donc le point A tombera en C. Mais l’an- 
gle E AB est égal à ECD ; donc AB et CD seront dans 
une même direction. D’ailleurs l’angle EFB = EFDj 
donc FB et FD seront aussi dans la même direc- 
tion ; donc les deux quadrilatères coïncideront entiè- 
rement l’un avec l’autre , et on aura par conséquent 
AB=CD. 
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PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

*6 4 0, Si deux angles BAC , DEF , ont les côtés pa- 
rallèles chacun à chacun, et dirigés dans le 
même sens , ces deux angles seront égaux. 

Prolongez, s’il est nécessaire, DE jusqu a la ren- 
contre de AC en G ; l’angle DEF est égal à DGC , parce 
*P r - que EF est parallèle à GC * ; l’angle DGC est égal à 
BAC, parce que DG est parallèle à AB; donc l’angle 
DEF est égal à BAC. 

Scholie. On met dans cette proposition la restric- 
tion que EF soit dirigé dans le même sens que AC , 
et ED dans le même sens que AB ; car si on prolonge 
FE vers H , l'angle DEH aura ses côtés parallèles à 
ceux de l’angle BAC, mais ces arïgles 11 e seront pas 
égaux , parce que EII et AC sont dirigés en sens con- 
traires : dans ce cas , l’angle DEH et l’angle BAC fe- 
raient ensemble deux angles droits. 

PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 

, ■» 

Les côtés opposés d'un parallélogramme sont 
égaux ainsi que les angles opposés. 

% 44- Tirez la diagonale BD, les deux triangles ADB, 
DBC, ont le côté commun BD; de plus, à cause des 
l>r. a5. parallèles AD, BC, l’angle AÜB=DBC*, et à causa 
des parallèles AB, CD, l’angle ABD=BDC; donc 
*P r :• les deux triangles ADB , DBC, sont égaux * ; donc le 
côté AB opposé à l’angle ADB est égal au côté DC 
opposé à l angle égal DBC , et pareillement le troi- 
sième côté AD est égal au troisième BC , donc les 
côtés opposés d’un parallélogramme sont égaux. 

En second lieu, de l’égalité des mêmes triangles il 
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s’ensuit que l’angle A est égal à l’angle G , et aussi que 
l’angle ADC , composé des deux angles ADB, BDC, 
est égal l’angle ABC , composé des deux angles 
DBC , ABD ; donc les angles opposés d’un parallélo- 
gramme sont égaux. 

Corollaire. Donc deux parallèles AB, CD, com- 
prises entre deux autres parallèles AD , BC , sont 
égales. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

Si dans un quadrilatère ABCD les côtés op- ïg- u- 
posés sont égaux , en sorte qu’on ait AB=CD, 
et A D=BC , les côtés égaux seront parallèles , et 
la figure sera un parallélogramme . 

Car, en tirant la diagonale BD , les deux triangles 
ABD , BDC , auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun ; donc ils seront égaux ; donc l'angle ADB op- 
posé au côté AB, est égal à l’angle DBC opposé au 
côté CD; donc* le côté AD est parallèle à BC. Par*pr. »ï. 
une semblable raison , AB est parallèle à CD ; donc le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Si deux côtés opposés AB , CD , d'un quadri- £ g- 44. 
ïatere sont égaux et parallèles , les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles , et 
la figure ABCD sera un parallélogramme. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est pa- 
rallèle à CD , les angles alternes ABD , BDC , sont 
égaux* : d’ailleurs le côté AB = DC, le côté DB est*pr.»J. 
commun ; donc le triangle ABD est égal au triangle 
DBC *; donc le côté AD=BC , l’angle ADB=DBC, *P r - 6 
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et, par conséquent, AD est parallèle à BC; donc la 

figure ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXII. * 

THÉORÈME. 

fig. 45. Les deux diagonales AG , DB , d'un parallé- 
logramme se coupent mutuellement en deux 
parties égales. 

Car, en comparant le triangle ADO au triangle 
COB, on trouve le côté AD=CB, l'angle ADO= 
pr.aî. CBO*, et l’angle DAOr=OCB; donc ces deux trian- 
pr. 7. gles sont égaux * ; donc AO , côté opposé à l’angle 
ADO , est égal' à OC , côté opposé à l’angîe OBC ; donc 
aussi DO=OB. 

Scholie. Dans le cas du losange, les côtés AB , BC , 
étant égaux, les triangles AOB , OBC, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun, et sont par conséquent 
égaux ; d'où il suit que l’angle AOB— BOC , et qu’ainsi 
les deux diagonales d’un losange se coupent mutuelle- 
ment à angles droits. 
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LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 

. DEFINITIONS. 


I. Jji circonférence du cercle est une ligne courbe , 6 g. 4 A. 
dont tous les points sont également distants d’un 
point intérieur qu’on appelle centre. 

Le cercle est l’espace terminé par cette ligne courbe. 

N. B. Quelquefois dans le discours ou coufoud le cercle avec sa 
«irconfcrence ; tuais il sera toujours facile de rétablir l'exactitude 
des expressions , en se souvenant que le cercle est une surface qui a 
longueur et largeur , tandis que la circonférence n’est qu’une ligue. 

II. Toute ligne droite CA , CE , CD , etc. , menée 
du centre à la circonférence , s’appelle rayon ou demi - . 
diamètre ; toute ligne, comme AB, qui passe par le 
centre , et qui est terminée de paît et d'autre à la cir- 
conférence , s’appelle diamètre. 

En vertu de la définition du cercle tous les rayons 
sont égaux ; tous les diamètres sont égaux aussi , et 
doubles du rayon. 

III. On appelle arc une portion de circonférence 
telle que FHG. 

La corde ou sous-tendante de l’arc est la li"ne droite 

. O 

FG qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre l’arc et la corde. 

N. •B. AU mime corde FG répondent toujours deux arc» FHG, 

FEG , et par conséquent aussi deux segment» ; mai» c’est toujours 
le plus petit dont ou entend parler , à atouts qu’on n’exprima le 
contraire. 

Huit. éd. 3 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entrer 
un arc DE et les deux rayons CD , CE , menés aux 
extrémités de cet arc. 

%• 47- VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle , celle 
dont les extrémités sont à la circonférence, comme 
AB; 

Angle inscrit , un angle tel que BAC , dont le som- 
met est à la circonférence , et qui est formé par deux 
cordes ; 

Triangle inscrit , un triangle tel que BAC , dont les 
trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; 

Et en général figure inscrite, celle dont tous les 
angles ont leurs sommets à la circonférence : en même 
temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figure, 
fig 48. VII. On appelle sécante une ligne qui rencontre la 
circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n’a qu’un point 
de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s’appelle point de contact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont tan- 
gentes l'une à l'autre , lorsqu’elles n’ont qu’un point 
de commun. 

fig. 160. X. Un polygone est circonscrit a un cercle , lorsque 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence; 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 

PROPOSITION PREMIERE 

THÉORÈME. 

fig. 49. Tout diamètre AB divise le cercle et sa circon- 
férence en deux parties égales. 

Car si on applique-la figure AEB sur AFB, en 
conservant la base cojpmune AB , il faudra que la 
ligne courbe AEB tombe exactement sur la ligne 
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courbe AFB , sans quoi il y aurait dans l’une ou 
l’autre des points inégalement éloignés du centre, ce 
qui est contre la définition du cercle. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Toute corde est plus petite que le diamètre . 

Car si aux extrémités de la corde AD on mene les 6 g «g 
rayons AC , CD , on aura la ligne droite AD < AC -f- 
CD, ou AD < AB. 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu’on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir- 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait en trois , ces trois points 
seraient également distants du centre; il y aurait donc 
trois droites égales menées d’un même point sur une 
même ligne droite , ce qui est impossible *. * P r - ,6 > 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans un meme cercle ou dans des cercles 
égaux , les arcs égaux sont sous-tendus par des 
cordes égales , et réciproquement les cordes égales 
sous-tendent des arcs égaux . 

Le rayon AC étant égal au rayon EO , et l’arc AMD fig. 5o. 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AD sera égale 
à la corde EG. 

3 . 
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Car le diamètre AB étant égal au diamètre EF , le 
demi-cercle AMDB pourra s’appliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF, et la ligne courbe AMDB coïn- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion AMD égale à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le point G ; donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement , en supposant toujours le rayon 
AC=EO , si la corde AÜ=EG , je dis que l’arc AMD 
sera égal à l’arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG, les deux trian- 
gles ACD , EOG, auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun, savoir, AC — EO , CD = OG, et AD= 

> i. EG ; donc ces triangles sont égaux * ; donc l’angle 
ACD=EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur 
son égal EGF , puisque l’angle ACD— EOG , il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG , et le 
point D sur le point G ; donc l'arc AMD est égal à 
l’arc ENG. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. . 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
un plus grand arc est sous-tendu par une plus 
grande corde , et réciproquement ( pourvu que les 
arcs dont il s’agit soient moindres qu’une demi - cir- 
conférence. 

5o. Car soit l'arc AH plus grand que AD , et soient 
menées les cordes AD, AH, et les rayons CD , CH : 
les deux côtés AC, CH, du triangle ACH sont égaux 
aux deux côtés AC , CD , du triangle ACD : l’angle 
i. ACH est plus grand que AGD ; donc * le troisième 
côté AH est plus grand que le troisième AD ; donc 
la corde qui sous-tend le plus grand arc est la plus -, 
grande. 
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Réciproquement , si la corde AH est supposée plus 
grande que AD , on conclura des mêmes triangles 
que l’angle ACH est plus grand que ACD , et qu'ainsi 
l’arc AH est plus grand que AD. 

Scholic. Nous supposons que les arcs dont il s agit 
sont plus petits que la demi -circonférence. S ils 
étaient plus grands, la propriété contraire aurait lieu ; 
l’arc augmentant, la corde diminuerait, et récipro- 
quement : ainsi lare AK.BD étant plus grand que 
AKBH, la corde AD du premier est plus petite que 
la cortle AH du second. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Le rayon CG , perpendiculaire à une corde ®g- 4 ‘- 
AB, divise cette corde et l'arc sous- tendu AGB, 
ehacun en deux parties égales. 

Menez les rayons CA , CB ; ces rayons sont , par 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales ; 
donc ils s’écartent également de la perpendiculaire*;* 16, t . 
donc AD=DB. 

En second lieu, puisque AD=DB, CG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB ; donc * tout * 17. 1. 
point de cette perpendiculaire doit être également 
distant des deux extrémités A et B. Le point G est on 
de ces points ; donc la distance AG=GB. Mais si la 
corde AG est égale à la corde GB-, l’arc AG sera égal 
à l’arc GB * ; donc le rayon CG perpendiculaire à la * pr. 4. 
corde AB, divise l’arc sous-tendu par cette corde en 
deux parties égales au point G. 

Scholie. Le centre C , le milieu D de la corde AB , 
et le milieu G de l’arc sous-tendu par cette corde , 
sont trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde. Or il suffit de deux points peur 
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déterminer la position d'une ligne droite ; donc toute 
ligne droite qui passe par deux des points mention- 
nés , passera nécessairement par le troisième , et sera 
perpendiculaire à la corde. 

11 s ensuit aussi que la perpendiculaire élevée sur 
le milieu d'une corde passe par le centre et par le- 
milieu de l’arc sous-tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaire n’est autre que celle qui 
serait abaissée du centre sur la même corde, puis- 
qu’elles passent toutes deux par le milieu de la corde. 

, • 
PROPOSITION VII. 

«HBOREME. 

f-s Si. Par trois points donnés , A, B, C, non en 
ligne droite , on peut toujours faire passer une 
circonférence , mais on n’en peut faire passer 
qu’une. 

Joignez AB , BC , et divisez ces deux lignes en deux 
parties égales par les perpendiculaires DE , FG ; je dis 
d’abord que ces perpendiculaires se rencontreront en 
un point O. 

Car les lignes DE , FG , se couperont nécessai- 
rement si elles ne sont pas parallèles. Or supposons 
quelles fussent parallèles, la ligne AB, perpendicu- 
>5, i. laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et l’angle 
K serait droit; mais BK, prolongement de BD, est 
différente de BF , puisque les trois points A , B , C , 
ne sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF , BK , abaissées d’un même point 
i S, ». sur la même ligne, ce qui est impossible* ; donc les 
perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en 
un point 0. 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
perpendiculaire DE, est à égale distance des deux 
17 . ». points A et B * ; le même point O , comme appartenant 
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à la perpendiculaire FG , est à égale distance des 
deux points B, C ; donc les trois distances OA, OB, 

OC, sont égales; donc la circonférence décrite du 
centre O et du rayon OB passera par les trois points 
données A , B , C. 

Il est prouvé par-là qu’on peut toujours faire passer 
une circonférence par trois points donnés , non en 
ligne droite ; je dis de plus qu’on n’en peut faire pas- 
ser qu’une. 

Car s’il y avait une seconde circonférence qui pas- 
sât par les trois points donnés A , B , C , son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE * , puisqu’alors il * 17 ’ ' 
serait inégalement éloigné de A et de B ; il ne pour- 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable; donc il serait à -la -fois sur les deux lignes 
DE , FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper 
e*>plus d’un point ; donc il n'y a qu’une circonférence 
qui puisse passer par trois points donnés. 

Corollaire . Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus^de deux points ; car si elles 
avaient trois points communs, elles auraient le même 
centre, et ne feraient qu’une seule et même circon- 
férence. * 

PROPOSITION VIII. 

THÉORBMB. 

«r 

Deux cordes égales sont également éloignées 
du centre ; et de deux cordes inégales , la plus 
petite est la plus éloignée du centre. 

i° Soit la corde AB— DE : divisez ces cordes en flg. 53. 
deux également par les perpendiculaires CF , CG , et 
tirez les rayons CA, CD. 

Les triangles rectangles CAF , DCG , ont les hy- 
poténuses CA, CD, égales; de plus le côté AF, 
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moitié de AB, est égal au côté DG, moitié de DE; 
•18, i. donc ces triangles sont égaux *, et le troisième côté 
CF est égal au troisième CG ; donc, i° les deux 
cordes égales AB , DE > sont également éloignées du 
centre. 

2° Soit la corde AH plus grande que DE, l’arc 
♦pr. 5 . AKH sera plus grand que l'arc DME * : sur l’arc 
AKII prenez la partie ANB—DME , tirez la corde 
AB , et abaissez CF , perpendiculaire sur cette corde , 
et CI, perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF 

* 18, i. est plus grand que CO, et CO plus grand que CI * ; 

donc à plus forte raison CF>CI. Mais CFr=CG , 
puisque les cordes AB, DE, sont égales ; donc on a 
CG > CI ; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre. 

PROPOSITION IX. ♦ 

THÉORÈME. 

La perpendiculaire BD, menée à l’extrémité 
du rayon CA , est une tangente à la circonfé- 
rence. 

» 

Car toute oblique CE est plus longue que la per- 

* ifi , pendiculaire CA * ; donc le point E est hors du cercle , 

donc la ligne BD n’a que le point A commun avec la 
•déf. 8. circonférence ; donc BD est une tangente,*. 

Schoüe. On ne peut mener par un point donné A 
qu’une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre , celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA ; donc , par rapport à 
cette nouvelle tangente , le rayon CA serait une oblique, 
et la perpendiculaire , abaissée du centre sur cette 
tangente , serait plus courte que CA ; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 
sécante. 
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PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Deux parallèles AB, DE, interceptent sur la ^ 
circonférence des arcs égaux MN , PQ. 

Il peut arriver trois cas. 

i° Si les deux parallèles sont sécantes, menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP , il sera en 
même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ* ; donc * a5, i. 
le point H sera à-la-fois le milieu de l’arc MHP et 
celui de l’arc NHQ*; on aura donc l'arc MH=HP, *6. 
et l’arc NH = HQ : de-là résulte MH — NH=HP 
— IÏQ, c’est-à-dire MN = PQ. 

a° Si des deux parallèles AB , DE , 1 une est sé- 56. 
cante, l’autre tangente ; au point de contact H menez 
le rayon CH; ce rayon *sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE*, et aussi- à sa parallèle MP. Mais puisque *9- 
CH est perpendiculaire à la corde MP , le point H est 
le milieu de l’arc MHP ; donc les arcs MH , HP , com- 
pris entre les parallèles AB, DE, sont égaux. 

3° Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes, l’une en H, l’autre en K, menez la sécante 
parallèle AB, vous aurez, par ce qui vient d’être dé- 
montré, MH = HP et MK=KP ; donc l’arc entier 
HMK=HPK, et «ie plus on voit que chacun de ces 
arcs est une demi-circonférence. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Si deux circonférences se coupent en deux 
points , la ligne qui passe par leurs centres sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d’ intersection , et la divisera en deux parties 
égales. 
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fig s 7 Car la ligne AB, qui joint les points d’intersection , 
est une corde commune aux deux cercles. Or si sur le * 
milieu de cette corde on éleve une perpendiculaire, 

* 6- elle doit passer par chacun des deux centres C et D *. 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu’une 
seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par 
les centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la 
corde commune. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Si la distance des deux centres est plus courte 
que la somme des rayons , et si en même temps 
le plus grand rayon est moindre que la somme 
du plus petit et de la distance des centres , les 
deux cercles se couperont. 

gg Car pour qu’il y ait lieu à intersection, il faut que 
*t 58. j e t r i an g| e CAD soit possible: il faut donc, non seu- 
5 7 _ lement que CD soit < AC + AD, mais aussi que le 
6g. 58. plus grand rayon AD soit < AC+CD. Or, toutes les 
fois que le triangle CAD pourra être construit, il est 
clair que les circonférences décrites des centres C et 
D, se couperont en A et B., 

PROPOSITION fin. 

THÉORÈME. 

Si la distance CD des centres cle deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA, AD, 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu’ils auront le point A commun ; mais 
ils n’auront que ce point ; car, pour qu’ils eussent deux 
points communs, il faudrait que la distance des centres 
fât plus petite que la somme des rayons. 
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PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Si la distance CD des centres de deux cercles % &>. 
est égale à la différence de leurs rayons, CA , AD, 
ces deux cercles se toucheront intérieurement. 

D’abord il est clair qu'ils ont le point A commun : 
ils n’en peuvent avoir d’autre ; car pour cela il fau- 
drait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
somme faite du rayon AC et de la distance des centres 
CD*, ce qui n a pas lieu. * ia. 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres «t le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur %. 59 
la droite CD, et qui passent par le point A, sont tan- ct ®°' 
gents les uns aux autres ; iû n’ont entre eux que le t- 
seul point A de commun. Et si par le point A on mène 
AE perpendiculaire à CD, la droite AE sera une tan- 
gente commune à tous ces cercles. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, f. g 61 
les angles égaux ACB, DCE , dont le sommet est 
au centre , interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux AB, DE. 

Réciproquement, si les arcs AB, DE, sont 
égaux , les angles ACB , DCE , seront aussi égaux. 

Car, i° si l'angle ACB est égal à l’angle DCE, ces 
deux angles pourront se placer l'un sur l’autre; et 
comme leurs côtés sont égaux , il est clair que le * 

point A totflbera en D , et le point B en E. Mais alors 
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l'arc AB doit aussi tomber sur l’arc DE ; car si le* 
deux arcs n’étaient pas confondus en un seul, il y 
aurait dans l’un ou dans l’autre des points inégale- 
ment éloignés du centre, ce qui est impossible ; donc 
l’arc AB=DE. 

2° Si on suppose AB = DE, je dis que l’angle 
ACB sera égal à DCE ; car si ces angles ne sont pas 
égaux , soit ACB le plus grand, et soit pris ACl = 
DCE; on aura, par ce qui vient d’être démontré, AI 
=DE : mais, par hypothèse, l’arc AB = DE ; donc 
on aurait AI=: AB , ou la partie égale au tout , ce qui 
est impossible; donc l’angle ACB=:DCE. 

PROPOSITION XYI. 

THÉORÈME. 

6 »- Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , 

si deux angles au centre ACB , DCE , sont entre 
eux comme deux nombres entiers , les arcs inter- 
ceptés AB, DE, seront entre eux comme les 
memes nombres , et on aura cette proportion : 
Angle ACB : angle DCE :: arc AB : arc DE. 

Supposons, par exemple, que les angles ACB, 
DCE, soient entre eux comme y est à 4 j ou, ce qui 
revient au même, supposons que l’angle M, qui ser- 
vira de commune mesure, soit contenu sept fois dans 
l’angle ACB, et quatre dans l’angle DCE. Les angles 
partiels AC m , mCn , nCp , etc. DGr , xC y , etc. , 
étant égaux entre eux , les arcs partiels A m , mn , 
,s np, etc. , Dar, -zy , etc. , seront aussi égaux entre eux*; 
donc l’arc entier AB sera à l’arc entier DE comme 
y est à 4- Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu , quand à la place de 7 et 4 
on aurait d’autres nombres quelconques ; donc, si le 
rapport des angles ACB, DCE, peut Are exprimé 
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en nombres entiers, les arcs AB, DE, seront entre 
eux comme les angles ACB, DCE. 

Scholie . Réciproquement , si les arcs AB , DE , 
étaient entre eux comme deux nombres entiers , les 
angles ACB, DCE , seraient entre eux comme les 
mêmes nombres, et on aurait toujours ACB : DCE 
:: AB: DE; car les arcs partiels A m, mn , etc., Dx, 
scy , etc. , étant égaux , les angles partiels ACm , 
etc. , DCx, xCy, etc. , sont aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. 

. mÉOBÈME. 

Quel que soit le rapport des deux angles ACB, fi 
ACD, ces deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB , AD , interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand : 
si la proposition énoncée n’a pas lieu, l’angle ACB sera 
à l’angle ACD comme l’arc AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand, 
et représentons-le par AO, nous aurons ainsi: 

Angle ACB: angle ACD :: arc AB rare AO. 

Imaginons maintenant que l’arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO , 
il y aura au moins un point de division entre D et O : 
soit I ce point , et joignons CI ; les arcs AB , AI , seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
vertu du théorème précédent : 

Angle ACB:angle ACI :: arc AB:arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions l’une de l’autre, 
et observant que les antécédents sont les mêmes, on 
en conclura que les conséquents sont proportionnels , 
et qu’ainsi , 
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Angle ACD: angle ACI :: arc AO: arc AI. 

Mais l’arc AO est plus grand que l’arc AI : il fau- 
drait donc , pour que la proportion subsistât , que 
l’angle ACD fût plus grand que l’angle ACI ; or au 
contraire il est plus petit; donc il est impossible que 
l’angle ACB soit à l’angle ACD comme l’arc AB est à 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD ; donc on a la proportion : 

Angle ACB: angle ACD :: arc AB: arc AD. 

Corollaire. Puisque l’angle au centre du cercle et 
l’arc intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand l’un augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque, l’autre augmente ou diminue dans 
le même rapport, on est en droit d’établir l’une de 
ces grandeurs pour la mesure de l’autre : ainsi nous 
prendrons désormais l’arc AB pour la mesure de 
l’angle ACB. Il faut seulement observer, dans la com- 
paraison des angles entre eux , que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayons 
égaux ; car c’est ce que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes. 

Scholic I. Il paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espece , et 
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l’angle droit : ainsi l’angle droit étant 
l’unité de mesure, un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre o et i , et un angle obtus 
par un nombre entre t et a. Mais cette manière 
d’exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l’usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle, à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés , et pour 
beaucoup d’autres raisons. Au reste, si la mesure des 
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angles par le 9 arcs de cercle est en quelque sorte 
indirecte» il n’en est pas moins facile d’obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si vous 
comparez l’arc qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence, vous aurez le rapport de 
l’angle donné à l’angle droit» ce qui est la mesure 
absolue. 

Scholie II. Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
des angles avec les arcs, a lieu également pour la com- 
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs 
sont égaux lorsque les angles le sont , et en général ils 
sont proportionnels aux angles ; donc deux secteurs 
ACB , ACD » pris dans le même cercle ou dans des 
Cercles égaux, sont entre eux comme les arcs AB, 

AD , bases de ces mêmes secteurs. 

On voit par-là que les arcs de cercle qui servent 
de mesure aux angles peuvent aussi servir de mesure 
aux différents secteurs d’un même cercle ou de cercles 
égaux. 

PROPOSITION XVIII. 

IHEOHÈH1. 

L’angle inscrit B AD a pour mesure la moitié fi#. 
de l’arc BD compris entre ses côtés. 

Supposons d’abord que le centre du cercle soit 
situé dans l’angle BAD, on mènera le diamètre AE fig.64. 
et les rayons CB , CD. L’angle BCE , extérieur au 
triangle ABC, est égal à la somme des deux intérieurs 
CAB, ABC* : mais le triangle BAC étant isoscele»« M , 
l’angle CAB = ABC ; donc l’angle BCE est double 
de BAC. L’angle BCE, comme angle au centre, a 
pour mesure l’arc BE ; donc l’angle BAC aura pbur 
mesure la moitié de BE. Par une raison semblable. 
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l'angle CAD aura pour mesure la moitié de ED ; donc 
BAC -f- CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE ED ou la moitié de BD. 

% 6J. Supposons en second lieu que le centre C soit situé 
hors de l’angle BAD, alors menant le diamètre AE, 
l'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l’angle 
DAE la moitié de DE ; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED, 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l’arc compris entre ses côtés. 

«g. 66. Corollaire I. Tous les angles BAC, BDC, etc., ins- 
crits dans le même segment sont égaux ; car ils ont 
pour mesure la moitié du même arc BOC. 

(ig.C;. II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle 
est un angle droit ; car il a pour mesure la moitié 
de la demi -circonférence BOD, ou le quart de la 
circonférence. 

Pour démontrer la même chose d’une autre ma- 
niéré , tirez le rayon AC ; le triangle BAC est iso- 
scele, ainsi l'angle BAC=ABC ; le triangle CAD est 
pareillement isoscele ; donc l’angle CAD = ADC ; 
donc BAC -f- CAD ou BAD = ABD -f- ADB : mais 
si les deux angles B et D du triangle ABD valent en- 
semble le troisième BAD , les trois angles du triangle 
. vaudront deux fois l’angle BAD ; ils valent d’ailleurs 
deux angles droits ; donc l’angle BAD est un angle 
droit. 

Kg. ce. III. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus* 
grand que le demi-cercle, est un angle aigu ; car il a 
pour mesure la moitié de l’arc BOC moindre qu’une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOC , inscrit dans un segment plus 
petit que le demi-cercle, est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l’arc BAC plus grande qu’une 1 
demi-circonférence. 
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IV. Les angles opposés A et G d’un quadrilatère tg. ü3. 
inscrit ABCD , valent ensemble deux angles droits j 
car l’angle BAD a pour mesure la moitié de l’arc BCD, 
l'angle BCD a pour mesure la moitié de l’arc BAD, 
donc les deux angles BAD , BGD , pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence ; donc leur 
•somme équivaut à deux angles droits. 


PROPOSITION XIX. 


■i Oi 


IUEOBUIE. 


L'angle BAC , formé par une tangente et une cg.cg. 
corde , a pour mesure la moitié de l'arc AMDC 
compris entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD ; 
l'angle BAD est droit”, il a pour mesure la moitié de *g. 
la demi-circonférence AMD, l’angle DAG a pour me- 
sure la moitié de DG ; donc BAD -J- DAG ou BAC a 
pour mesure la moitié de AMD , plus la moitié de DG, 
ou la moitié de l’arc entier AMDG. 

On démontrerait de même que l’angle GAE a 
pour mesure la moitié de l’arc AG compris entre ses 
côtés. 


Problèmes relatifs aux deux premiers livres. 

\ • V- |A 

PROBLEME PREMIER. 

Diviser la droite donnée AB en deux parties c g . -o. 
égales. 

Des points A et B, comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB, décrivez deux arcs 
qui se coupent en D ; le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marquez de même au-dessus 

Huit. éd. 4 


t 
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ou au-dessous de la ligne AB un second point E éga- 
lement éloigné des points A et B , par les deux points 
D, E, tirez la ligne DE; je dis que DE coupera in 
ligne AB en deux parties égales au point C. 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B , ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu’une seule ligne droite ; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle- même qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. • 

problème il. 

** ’*• Par un point A , donné sur la ligne BC , éle- 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et C à égale distance de A , en- 
suite des points B et C , comme centres , et d’un rayon 
plus grand que BA, décrivez deux arcs qui se cou- 
pent en D ; lirez AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

Car le point D , étant également éloigné de B et de 
C, appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de BC; donc AD est cette perpendiculaire. 

Sc/io/tc. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une ligne don- 
née BC. 

PROBLÈME lit. 

ù t "*■ D’un point A, donné hors de la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A , comme centre , et d'un rayon suffi- 
samment grand , décrivez un arc qui coupe la ligne 
BD aux deux points B et D; marquez ensuite un point 
E également distant des points B et D , et tirez AE qui 
sera la perpendiculaire demandée. 

* Car les deux points A et E sont chacun egalement 
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distants des points B et D ; donc la ligne AE est per- 
pendiculaire sur le milieu de BD. 

PROBLÈME IV. 

. « • 

jiu point A de la ligne AB , faire un angle % ; 3 - 
égal à l'angle donné K. 

Du sommet K , comme centre , et d'un rayon à 
volonté , décrivez l’arc IL terminé aux deux côtés 
de l’angle; du point A, comme centre, et d’un rayon 
AB égal à Kl, décrivez lare indéfini BO; prenez en- 
suite un rayon égal à la corde LI ; du point B , comme 
centre , et de ce rayon , décrivez un arc qui coupe en 
D l’arc indéfini BO ; tirez AD , et l’aDgle DAB sera 
égal à l’angle donné K. 

Car les deux arcs BI), LI , ont des rayons égaux et 
des cordes égales ; donc ils sont égaux*; donc l'angle *4 . ■> 
BAD = IKL. 

PROBLÈME V. 

Diviser un angle ou. un arc donné en deux % ;4- 
parties égales. 

i" S'il faut diviser l’arc AB en deux parties égales, 
des. points A et B , comme centres , et avec un même 
rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; par le 
point D et par le rentre C tirez CD qui coupera l’are 
AB en deux parties ^égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde; donc elle divise l’arc AB en deux parties égales 
au point E*. *6,*. 

2 ° S’il faut diviser en deux parties égales l’angle 
ACB, on commencera par décrire du sommet C, 
comme centre, l’arc AB, et le reste comme il vient 
d’ètrc dit. Il est clair que la ligne CD divisera. en deux 
• parties égales l’angle ACB. 

4 - 


j. •• 
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Scholie. On peut par la même construction diviser 
chacune des moitiés AE, EB, en deux parties égales ; 
ainsi, par des sous-divisions successives, on divisera 
un angle ou un arc donné en quatre parties égales, eu 
• huit, en seize, etc. 

PROBLÈME VI. 

«e ;î Par un point donné A, mener une parallèle 
à la ligne donnée BC. 

Du point A , comme centre , et d’un rayon suffi- 
samment grand , décrivez l’arc indéfini EO ; du point 
E , comme centre , et du meme rayon , décrivez l’arc 
AF , prenez ED=AF , et tirez AD qui sera la parallèle 
demandée. 

Car en joignant AE , on voit que les angles alternes 
AEF, EAD, sont égaux; donc les lignes AD, EF, sont 

* » 5 . «■ parallèles*. 

PROBLÈME VII. 

6 g . 76. Deux angles A et B d'un triangle étant don- 
nés, trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie DEF, faites au point E l’an- 
gle DEC = A , et l’angle CEH=B : l’angle restant 
HEF sera le troisième angle requis; car ces trois angles 
pris ensemble valent deux angles droits. 

PROBLÈME VIII. 

fig. 77. Étant donnés' deux côtés V>etC d'un triangle et 

Vangle A qu’ils comprennent, décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
l’angle EDF égal à l’angle donné A ; prenez ensuite 
DG=rB, DH=C , et tirez GH ; DGH sera le triangle 
demandé. _ ' • „ * 
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PROBLÈME IX. 

Étant donnés un côté et deux angles d'un 
triangle , décrire le triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deux adja- 
cents au côté donné, ou l’un adjacent, l’autre oppo- 
sé : dans ce dernier cas, cherchez le troisième * , vous *i>r. 7. 
aurez ainsi les deux angles adjacents. Cela posé, tirez 
la droite DE égale au côté donné , faites au point I) fig. 7*- 
l'angle EDF égal à l’un des angles adjacents, et au 
point E l’angle DEG égal à l’autre ; les deux lignes 
DF , EG , se couperont en H , et DEH sera le triangle 
requis. 

PROBLÈME X. 

Les trois côtés A , B , C , d’un triangle étant f tg . 79 . 
donnes, décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A ; du point E , comme 
centre , et d’un rayon égal au second côté B , décri- 
vez un arc; du point D , comme centre, et d’un rayon 
égal au troisième côté 0 , décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ; tirez DF, EF, et DEF sera 
le triangle requis. 

Scholie. Si l’un des côtés était plus grand que la 
somme des deux autres , les arcs ne se couperaient 
pas ; mais la solution sera toujours possible , si la 
somme de deux côtés, pris comme on voudra, est plus 
grande que le troisième. 

PROBLÈME XI. 

Étant donnés deux côtés A et B d’un triangle, 
avec l’angle C opposé au côté B, décrire le triangle. 

Il y a deux cas : i” si l’angle C est droit ou obtus, g,. 
faites l’angle EDF égal à l’angle C ; prenez DE — A, 
du point E , comme centre , et d’un rayon égal au 
côté donné B , décrivez un arc qui coupe en F la 
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ligne DF ; lirez EF , et DEF sera le triangle de- 
mandé. 

Il faut dans ce premier cas que le côté B soit plus 
grand que A , car l’angle C étant droit ou obtus , est 
le plus grand des angles du triangle ; donc le côté op- 
posé doit être aussi le plus grand. 

% S'- a " Si l’angle C est aigu, et que B soit plus grand que 
A, la même construction a toujours lieu , et DEF est 
le triangle requis. 

f'S- Mais si , l’angle C étant aigu , le côté B est moindre 
que A, alors l’arc décrit du centre E avec le rayon 
EF=B , coupera le côté DF en deux points F et G, 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux trian- 
gles DEF , DEG , qui satisferont également au pro- 
blème. 

Scholie. Le problème serait impossible dans tous 
les cas, si le côté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF, 

PROBLÈME XII. 

Les côtés adjacents A et B d’un parallélo- 
gramme étant donnés avec l’angle C qu’ils com- 
prennent, décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DF,=A, faites au point P l’angle 
FDE=C, prenez DF=B; décrivez deux arcs, l’un 
du point F comme centre , et d'un rayon FG = DE, 
l’autre du point E , comme centre et d’un rayon 
EG=DF : au point G , où ces deux arcs se coupent , 
tirez FG, EG; et DEGF sera le parallélogramme de- 
mandé. 

Car, par construction , les côtés opposés sont égaux! 

4 3o , » . donc la figure décrite est un parallélogramme’ 1 , et ce 
parallélogramme est formé avec les côtés donnés et 
l'angle donné. 

Corollaire. Si l’angle donné est droit, la figure sera 
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un rectangle ; si de plus les côtés sont égaux , ce sera 
un quarré. 

, PROBLÈME XIII. 

Trouver le centre d’un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans **• 
l’arc trois points A , B , C ; joignez ou imaginez qu’on 
joigne AB et BC , divisez ces deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE , FG ; le point 
O, où ces perpendiculaires se rencontrent, sera le 
centre cherché. 

Scholie. La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnés A , B , C , 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit. 

PROBLÈME XIV. 

Par un point donné mener une tangente à 
un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence , tirez «g. s» 
le rayon CA, et menez AD perpendiculaire à CA; 

AD sera la tangente demandée *. * g. a- 

Si le point A est hors du cercle, joignez le point fi g . ne. 
A et le centre par la ligne droite CA ; divisez CA en 
deux également au point O; du point O, comme cen- 
tre , et du rayon OC , décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B; tirez 
AB , et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, l’angle CBA, inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per- * »• 

pendiculaire à l’extrémité du rayon CB , donc elle est 
tangente. 

Sckolic. Le point A étant hors du cercle , on voit 
qu’il y a toujours* deux tangentes égales AB , AD , 
qui passent par le point A : elle» sont égales , car les 
triangles rectangles CBA, CDA, Ont l’hypoténuse CA 
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commune, et le côté CB=CD; dose ils sont 
■ 8, ' égaux*; donc AD=AB, et en même temps l'angle 
CAD=CAB. 

PROBLÈME XV. 


c e- 8 : Inscrire un cercle clans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en O; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD , OE, OF, 
sur les trois côtés du triangle ; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles; car, par construc- 
tion , l’angle DAOr=£)AF, l’angle droit ADO=AFO ; 
donc le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D’ailleurs' le côté AO est commun aux deux 
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux ; donc ces deux triangles sont égaux ; 
donc DO=OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD , BOE, sont égaux, donc OD = OE, 
donc les trois perpendiculaires OD , OE , OF , sont 
égales entre elles. 

D 


Maintenant si du point O , comme centre , et du 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC; car le côté AB, perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon OD , est une tangente : il en est de même des 
côtés BC , AC. 

Sckolic. Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois angles d’un triangle, concourent en un 
même point. 


PROBLÈME XVI. 


fit; 8 * Sur une droite donnée AB, décrire un segment 
J capable de r angle donné C , c'est-à-dire, un seg- 
ment tel que tous les angles qui y sont inscrits 
soient égaux à l’angle donné C. 

Prolongez AB vers D, faites au point B l’angle 
DBE=G, tirez BO 'perpendiculaire à BE, et GO per- 
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pondicnlaire sur le milieu de Al) ; du point de ren- 
contre O, comme centre, et du rayon OB, décrivez 
un cercle, le segment demandé sera AMB. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OB , BF est une tangente, et l'angle ABF a 
pour mesure la moitié de l'arc AK.B”; d’ailleurs lan- '19, a. 
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l’arc AK.B, donc l’angle AMB = ABI’= 

EBD = C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux A l’angle .donné C. 

Scholie. Si l’angle donné était droit, le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diamètre AB. 

PROBLEME XVII. 

Trouver le rapport numérique de deux lignes 
droites données AB, CD, si toutefois ces deux %. 90. 
lignes ont entre elles une mesure commune. 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au- 
tant de ibis qu’elle peut y être contenue; par exemple, 
doux fois , avec le reste BE. • 

Portez le reste BE sur la ligne CD , autant de fois 
qu’il peut y être contenu, une fois, par exemple, avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE , au- 
tant de fois qu’il peut y être contenu , une fois , par 
exemple , avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF , au- 
tant de fois qu’il peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu’à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pné- 
cédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées, et, en le regardant comme l’unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents 
et enfin celles des deux lignes proposées , doit l’on 
conclura leur rapport en nombre*. . 
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Par exemple, si l’on trouve que GB est eontenn 
deux fois juste dans FD, BG sera la commune mesure 
des deux lignes proposées. Soit BG=i , on aura FD 
= 2 ; mais EB contient une fois FD plus GB; donc 
EB=3 ; CD contient une fois EB plus FD ; donc 
. CD=5;enfin AB contient deux fois CD plus EB ; 
donc AB— 13; donc le rapport des deux lignes AB, 
CD, est celni de i3 à 5. Si la ligne CD était prise pour 
unité, la ligne AB serait ^ et si la ligne AB était prise 
pour unité , la ligne CD serait A, 

Sckclie. La méthode, qu’on vient d'expliquer est la 
même que prescrit l’arithmétique pour trouver le com- 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle n’a pas 
besoin d’une autre démonstration. 

Il est possible que, quelque loin qu’on continue 
l’opération , on ne trouve jamais un reste qui sort 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 
Alors les deux lignes n’ont point de commune mesure, 
et sont ce qu’on appelle incommensurables : on en 
verra ci-après un exemple dans le rapport de la dia- 
gonale au côté du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli- 
geant le dernier reste , on trouvera un rapport plus 
ou moins approché , selon que l’opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 

PROBLÈME XVIII. 

fig. 91 . Deux angles A et B étant donnés , trouver leur 
commune mesure, s’ils en ont une, et de-là leur 
r Apport en nombres. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD , EF , 
qui servent de mesure à ces angles ; procédez ensuite 
pour la’comparaison des arcs CD, EF , comme dans le 
/ problème précédent; car un arc peut être porte sur 
un arc de même rayon , comme une ligne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la com- 
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mune mesure des arcs CD , EF , s’ils en ont une , et à 
leur rapport en nombres. Ce rapport sera le même que 
celui des angles donnés*; et si DO est la commune**: 
mesure des arcs, DAO sera celle des angles. 

Scliolie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d’un 
angle en comparant l’arc qui lui sert de mesure à toute 
la circonférence : par exemple, si l’arc CD est à la cir- 
conférence comme 3 est à a5 , l’angle A sera les ~ de 
quatre angles droits, ou -j-j d’un angle droit. 

• Il pourra arriver aussi que les arcs comparés n'aient 
pas de commune mesure; alors on n'aura pour les 
aDglcs que des rapports en nombres plus ou moins 
approchés, selon que l'opération aura été poussée plus 
ou moins loin. 


LIVRE III. 


LES PROPORTIONS DES FIGURES. 

. * DEFINITIONS. 

I. «T' a ppeli.er ai figures équivalentes celles dont l«s 
surfaces sont égales. 

Deux figures peuvent être équivalentes , quoique 
très- dissemblables : par exemple, un cercle peut 
être équivalent à un quarré, un triangle à un rec- 
tangle , etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées l’une sur l'autre, coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux , deux triangles dont les trois 
côtés sont égaux chacun à chacun , etc. 

II. Deux figures sont semblables , lorsqu’elles ont 
les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo- 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 

. tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures , ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ges 
angles eux-mêmes s’appellent angles homologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables; mais 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

III. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
semblables , secteurs semblables , segments sembla- 
bles , ceux qui répondent à des angles au centre 

• égaux. 

«g. g». Ainsi l’angle A étant égal à l’angle O, l’arc BG 
est semblable à l’arc DE , le secteur ABC au secteur 
ODE, etc. 

IV. La hauteur d’un parallélogramme est la per- 
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peiuliculairc EF qui mesure la distance des deux côtés fig-gî. 
opposés AB , CD , pris pour bases. 

V. La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire 

AD abaissée du sommet d’un angle A sur le côté op- fig-94- 
posé BC pris pour base. 

VI. La hauteur du trapeze est la perpendiculaire c 3 9 5 
EF menée entre ses deux côtés parallèles AB, CD. 

VII. 'L'aire ou la surface d’une figure sont des ter- 
nies à-peu-près synonymes. L’aire désigne plus parti- 
culièrement la quautité superficielle de la figure en 
tant qu’elle est mesurée ou comparée à d'autres sur- 
faces. » ■ • 

N. B. Pour l’intelligence de ce livre et des suivants, il 
faut avoir présente la théorie des proportions , pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d'arithmétique et 
d'algebre. Nous ferons seulement une observation, qui est 
très importante pour fixer le vrai sens des propositions, et 
dissiper toute obscurité, soit dans l’énoncé, soit dans les 
démonstrations. 

Si on a la proportion A:B :: C:D , on sait que le produit 
des extrêmes A X D est égal au produit des moyens B X C. 

Cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle l’est 
aussi pour les grandeurs quelconques, pourvu qu’elles s’ex- 
priment ou qu’on les imagine exprimées en nombres ; et c’est 
ce qu'on peut toujours supposer : par exemple, si A, B, C, D, 
sont des lignes , on peut imaginer qu’une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième, si l'on veut, serve à toutes de commune 
mesure et soit prise pour unité; alors A, B, C, D représentent 
chacune un certain nombre d'unités , entier ou rompu , corn-, 
mensurable ou incommensurable, et la proportion entre les 
lignes A, B, C, D, devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu’on appelle aussi leur 
rectangle , n’est donc autre chose que le nombre d’unités 
linéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d'uni- 
tés linéaires contenues dans B; et on conçoit facilement que 
ce produit peut et doit être égal à celui qui résulte sembla- 
blement des lignes B et C. 
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Les grandeurs A et B peuvent être d’une espece, par 
exemple , des lignes , et les grandeurs C et D d’une autre 
espece , par exemple , des surfaces ( alors il faut toujours re- 
garder ces grandeurs comme des nombres : A et B s’éxpri- 
• meront en unités linéaires, C et D en unités superficielles , 
et le produit A X D sera un nombre comme le produit £ X C. 

En général, dans toutes les opérations qu’on fera sur lea 
proportions, il faut toujours regarder les termes de ces pro- 
portions comme autant de nombres, chacun de J’espece qui 
lui convient, et on n’aura aucune peine à concevoir ces opé- 
rations et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démons- 
trations sont fondées sur quelques-unes des réglés les plus 
simples de l'algebre, lesquelles sont fondées elles-mêmes sur 
les axiomes connus : ainsi si l’on a A = B-f-C, et qu’on mul- 
tiplie chaque membre par une même quantité M , on en 
conclut AxM=:BxM-f-CxM; pareillement si l’on a A= 
B-f-C et 1) = E — C, et qu'on ajoute les quantités égales, 
en effaçant -|-C et — C qui se détruisent , on en conclura 
A-|- D = B-f-E , et ainsi des autres. Tout cela est assez 
évident par soi-même; mais, en cas de difficulté, il ^era 
bonde consulter les livres d’ulgebre, et d’entre-mêler ainsi 
l'élude des deux sciences. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEOREME. 

Ijes parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égalés , sont équivalents. 

%.gC. ' Soit AH la base commune des deux parallélogram- 
mes ABCD , ABEF ; puisqu’ils sont supposés avoir la 
même hauteur, les bases supérieures DG, FE, seront 
situées sur une même ligne parallèle à AB. Or ou a 
par la nature des parallélogrammes AD=r:BC, et AF 
= BE; par la même raison on a DC = AB , et FEr=; 
AB ; donc DC = FE ; donc, retranchant DC et FE du 
la même ligne DE , les restes CE et DF seront égaux 
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Il suit de-là que les triangles DAF, CBD, sont équi- 
latéraux entre eux, et par conséquent égaux*. *11,1. 

Mais si du quadrilatère ABED on retranche le tri- 
angle ADF, il reste le parallélogramme ABEF ; et si 
du même quadrilatère ABED on retranche le triangle 
CBE, il reste le parallélogramme ABCD ; donc les 
deux parallélogrammes ABCD, ABEF, qui ont même 
base et même hauteur, sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- Cg 97- 
valent au rectangle ABEF de même base et de même 
hauteur. 

PROPOSITION II. 

fc 

THÉORÈME. 

Tout triangle ABC est la moitié du parallèlo - 6 g . 0 a. 
gramme ABCD quia même base et même hauteur. 

Car les triangles ABC, ACD , sont égaux *. . * 3i, 1. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
rectangle BCEF qui a même base BC et même hau- 
teur AO ; car le rectangle BCEF est équivalent au pa- 
rallélogramme ABCD. 

Corollaire II. Tous les triangles qui ont des bases 

égales et des hauteurs égales, sont équivalents. 

/ • 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Deux rectangles de même hauteur sont-cntre 
eux comme leurs bases. 

Soient A BCD , AEFD , deux rectangles qui on t pour fig. 55. 
hauteur commune AD; je dis qu’ils sont entre eux 
tomme leurs bases AB , AE. 

Supposons d'abord que les bases AB , AE , soient 
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commensurables entre elles , et quelles soient , par 
exemple, comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales , AE contiendra 4 de ces par- 
ties; élevez à chaque point de division une perpen- 
diculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront égaux entre eux, puisqu’ils 
auront même base et même hauteur. Le rectangle 
ABCD contiendra sept rectangles partiels , tandis que 
AEFD en contiendra quatre; donc le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4 , ou comme 
AB est à AE. Le meme raisonnement peut être appli- 
qué à tout autre rapport que celui de 7 à 4 ! donc, 
quel que soit ce rapport , pourvu qu’il soit commen- 
surable , on aura , 

ABCD : AEFD :: AB: AE. 

Cg. 100. Supposons , en second lieu , que les bases AB , AE , 
soient incommensurables entre elles; je dis qu’on n’en 
aura pas moins , 

ABCD: AF.FD:: AB:AE. 

Car si cette proportion n’est pas vraie, les troisfpre- 
miers termes demeurant les mêmes, le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu’il soit 
' plus grand et qu’on ait, 

ABCD: AEFD ::A*B: AO. 

Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
EO , il y aura au moins un point de division I entre E 
et O : par ce point élevez sur AI la perpendiculaire IK; 
les bases AB, AI, seront commensurables entre elles; 
et ainsi on aura, par ce qui vient d’être démontré, • 
ABCD: AI KD :: AB: AI. 

Mais on a, par hvpothese, 

ABCD: AEFD:: AB :AO. 

Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux ; 
donc les conséquents sont proportionnels , et il en 
résulte , 

AIKD : AEFD : : AI : AO. 
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Mais AO est plus grand que AI ; donc , pour que 
cette proportion subsistât , il faudrait que le rectangle 
AEFD fût plus grand que AIKD; or, au contraire, il 
est plus petit; donc la proportion est impossible ; donc 
ABCD ne peut être à AEFD comme AB est à une ligne 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE ; donc il est égal 
à AE. 

Donc, quel que soit le rapport des bases, deux 
rectangles de même hauteur ABCD , AEFD , sont 
entre eux comme leurs bases AB , AE. * 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Deux rectangles quelconques ABCD, AEGF, fi s «>.. 
sont entre eux comme les produits des bases mul- 
tipliées par les hauteurs , de sorte qu’on a 
ABCD : AEGF : : AB x AD: AE x AF. 

Ayant disposé les deux rectangles de maniéré que 
les angles en A soient opposés au sommet , prolonge» 
les côtés GE, CD, jusqu’à leur rencontre en H; les 
deux rectangles ABCD, AEHD, ont même hauteur 
AB ; ils sont donc entre eux comme leurs bases 
AB , AE : de même les deux rectangles AEHD , 
AEGF, ont même hauteur AE; ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD, AF : ainsi on aura les 
deux proportions , 

ABCD : AEHD :: AB: AE, 

AEHD: AEGF:: AD: AF. 

Multipliant ces proportions par ordre, et obser- 
vant que le moyen terme AEHD peut être omis 
Huit. éd. 5 
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comme multiplicateur commun à l'antécédent et au 

conséquent.) on aura, 

ABCD : AEGF :: AB x AD : A£ x AF. 

Scholie. Donc on peut prendre pour mesure d’un 
pjectangle le produit de sa base par sa hauteur , pourvu 
qu’on entende par ce produit celui de deux nombres, 
qui sont le nombre d’unités linéaires contenues dans 
la base, et le nombre d’unités linéaires contenues dans 
la hauteur. 

Cette mesure, d’ailleurs, n’est pas absolue, mais 
seulement relative ; elle suppose qu’on évalue sem- 
blablement un autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la.même unité linéaire j on obtient ainsi uu second 
produit, es le rapport des deux produits est égal à 
celui des rectangles, conformément à la proposition 
qu’on vient de démontrer. 

Par exemple , si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix, le rectangle sera représenté 
par lenombre 3x io, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien ; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X 12 , ou 84 : de? là on conclura que les deux rec- 
tangles A et B sont entre eux comme 3o est à 84 ; 
donc , si on convenait de prendre le rectangle A pour 
l’unité de mesure dans les surfaces , le rectangle B au- 
rait alors pour mesure absolue rr, cest-à -dire qu’il 
serait égal à ÿj d’unités superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface, et on choisit le quarré 
dont le côté est l’unité de longueur ; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue: par exemple, le nombre 3o, par le- 
quel nous avons mesuré le rectangle A, représente 3o 
unités superficielles , ou 3o de ces quarrés dont le côté 
est égal à l'unité : c’est ce que la lig. 102 rend sensible. 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle, et cette expres- 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle de quarré pour exprimer le produit d'un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres 1 , a, 3 , etc. , sont 1 , 4 , 

9, etc. Aussi voit-on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple; sur une ligne triple, il est neuf ><>'• 
fois plus grand, et ainsi de suite. 

s>A». iueavutt ♦ *».*»*’. *, •>. . ■ , 0 . 1 •. . . 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

L'aire d'un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équivalent au fig. 97. 
rectangle ABEF, qui a même base AB et même hau- 
teur BE*; or celui-ci a pour mesure ABxBE **. : *i.**4. 
Donc ABxBE est égal à l’aire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs, et les parallé- 
logrammes de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases; car A, B, C, étant trois grandeurs quel- 
conques, on a généralement AxC:BxC:: A:B. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

• » » . • , 'J 

V aire d’un triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est la moitié, du parallélo- fig. 104. 
gramme ABCE, qui a même base BC et même 
hauteur AD*: or, la surface du parallélogramme*»- 
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* 5 - = BC x AD * ; donc celle du triangle = f BC X AD 
ou BG x 7 AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VII. 


THÉORÈME. 


£g. io 5 . L'aire du trapeze ABCD est égale à sa hau- 
teur EF, multipliée par la demi -somme des 
bases parallèles , AB, CD. 

Par le point I, milieu du côté CB, menez KL , pa- 
rallèle au côté opposé AD, et prolongez DC jusqu’à 
la rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL, ICK, on a le côté IB=IC 
par construction, l’angle LIB=CIK, et l’angle 
* * 5 - *• IBL— ICK , puisque CK et BL sont parallèles*; 
*:»«• donc ces triangles sont égaux*; donc le trapeze 
ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL, et 
. il a pour mesure EF x AL. 

Mais on a AL = DK, et puisque le triangle IBL 
est égal au triangle KCI , le côté BL = CK ; donc 
AB + CD= AL 4 - DK = a AL, et ainsi AL est la 
demi-somme des hases AB , CD ; donc enfin l’aire 
du trapeze ABCD est égale à la hauteur EF multi- 
pliée par la demi-somme des bases AB, CD, ce qui 


. • . ^ /AB4-CDN 

s'exprime ainsi: ABCD=EF x ( 1. 

Scholie. Si par le point I, milieu de BC, on mene 
IH , parallèle à la base AB, le point H sera aussi le 
milieu de AD ; car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK, puisque les côtés opposés 
sont parallèles : on a donc AH = IL et DH = IK ; or , 
IL _= 1 K , puisque les triangles BIL , CIK , sont égaux ; 
donc AH — DH. 
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On peut remarquer que la ligne HI = AL = 

AB pcn _ j onc j' a | rc c j u trapeze peut s’exprimer aussi 

par EFxHI: elle est donc égale à la hauteur du 
trapeze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

PROPOSITION VIII. 

T II É O R È M B. 

Si une ligne AC est divisée en deux parties AB, ,of ' 

BC, le quarré fait sur la ligne entière AC con- 
tiendra le quarré fait sur une partie AB , plus le 
quarré fait sur l'autre partie BC, plus deux 
fois le rectangle compris sous les deux parties AB., 

■ a » 

BC , ce qu'on exprime ainsi , AC ou ( AB 4- BC) 

=ÂB + BÏi’-f a AB x BC. 

Construisez le quarré ACDE , prenez AF = AB , 
menez FG parallèle à AC, et BH parallèle à AE. 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties: la 
première ABIF est le quarré fait sur AB , puisqu’on 
a pris AF = AB : la seconde IGDH est le quarré fait 
sur BC ; car puisqu’on a AC = AE , et AB = AF, la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 

AF , ce qui donne BC=EF ; mais à cause des paral- 
lèles IG = BC, et DG=EF, donc H1GD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total, il reste les deux rectangles 
BCGI , EFIH , qui ont chacun pour mesure AB X BC ; 
donc le quarré fait sur AC, etc. 

Scholie. Cette proposition revient à celle qu’on 
démontre en algèbre pour la formation du quarré 
d’un binôme , et qui est ainsi exprimée : (ei-t-ô)’ — 

* 1 ■+■ 2ab + l> 
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PROPOSITION IX. 

. 

THEOREME. 

Si la ligne AC est la différence des deux lignes 
A R , BC , le quarrè fait sur AC contiendra le 
q narré de A B , plus le quarrè de BC , moins deux 
fois le. rectangle fait sur A B et BC ; c'est -à- dire 

qu’on aura AC ou (AB — BC.)=:AB-J-BC — a AB 
X BC. 

Construisez le quarrè ABIF, prenez AE = AC, 
menez CG parallèle à BI , HK parallèle à AB, et ache- 
vez le quarrè EFLK. 

Les deux rectangles CBIG , GLKD , ont chacun pour 
mesure AB X BC : si on les retranche de la figure en- 
tière ABILKEA, qui a pour valeur AB + BC, il est 
clair qu'il restera le quarrè ACDE, donc, etc. 

Scho/ie. Cette proposition revient à la formule d’al- 
gebre (« — £)’=«’ -|-£ a — 2 ab. 

PROPOSITION X. 

« • « j 

«THEOREME. 

Le rectangle fait sur la somme et la différence 
de deux lignes, est égale à la différence des 
quarrès de ces lignes : ainsi on a (AB 4- BC ) X 

( AB— BC)=ÂB — BCÏ 

Construisez sur AB et AG les quarrès ABIF, 
ACDE, prolongez AB d’une quantité BK=BC, et 
achevez le rectangle AELE. 

La base AR du rectangle est la somme des deux 
lignes AB , BC , sa hauteur AE est la différence 
de ces mêmes lignes ; donc le rectangle AKLE= 
( AB + BC ) x (AB — BC). Mais ce même rectangle 
est composé des deux parties ABIIE-t-BHLKj et 
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la partie BfILK. est égale au rectangle EDGF, car 
BH=DE ét BKmEF ; donc AKLE=ABHE+EDGF. 

Or, ces deux parties forment le quarré AB1F moins 
le quarré DH1G, qui est le quatre fait sur BC ; donc 

enfin (AB+BC) X ( AB — BC ) = AB— BC. 

Scholie. Cette proposition revient à la formule 
(l'algebre (a-j-A) ( a — b') — a' — b‘. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Le quarté fait sur l’hypoténuse d’un triangle 
rectangle est égal à la somme des qtiarrés faits 
sur les deux autres côtés. 

Soit A PC un triangle rectangle en A : ayant formé c s- >°9- 
des quarrés sur les trois côtés , abaisset de l'angle 
droit sur l’hypoténuse la perpendiculaire AD que 
vous prolongerez jusqu en E ; tirez ensuite les diago- 
nales AF , CH. 

. L'angle ABF est composé de l’angle ABC plus l'an- 
gle droit CBF : l'angle CB H est composé du même 
angle ABC plus l'angle droit ABII ; donc l’angle ABF 
= HBC. Mais AB = B1I comme côtés d’un même 
quarré, et BF = BC par la même raison; donc les 
triangles ABF, HBC, ont un angle égal compris entre 
côtés égaux; donc ils sont égaux *. *6. t. 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF, 

(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD*. Le triangle IIBC est pareillement la*l ,r - a 
moitié du quarré AII ; car l'angle BAC étant droit 
ainsi que BAL, AC et AL ne font qu’une môme 
ligne droite parallèle à IIB; donc le triangle HBC et 
le quarré AH , qui ont la base commune BII , ont. 
aussi la hauteur commune AB ; donc le triangle est 
la moitié du quarré. • a 
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J* 

On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au 
triangle HBC ; donc le rectangle BDEF , double du 
triangle ABF , est équivalent au quarré AH , double 
du triangle HBC. On démontrera de même que le rec- 
tangle CDEG est équivalent au quarré AI ; mais les 
deux rectangles BDEF , CDEG , pris ensemble , font le 
quarré BCGF ; donc le quarré BCGF, fait sur l’hypo- 
ténuse, est égal à la somme des quarrés ABHL, ACIK, 
faits sur (es deux autres côtés; ou, en d'autres termes, 

bc=àb+âc: 

Corollaire. I. Donc le quarré d’un des côtés de 
l’angle droit est égal au quarré de l’hypoténuse moins 
le quarré de l'autre côté , ce qu’on exprime ainsi : 

ÂB=BC— ÂC. . . 

Cg. ns. Corollaire II. Soit ABCD un quarré, AD sa dia- 
gonale ; le triangle ABC étant rectangle et isoscele, 

on aura AC = AB-+- BC = 2 AB ; donc le quarré 
fait sur la diagonale AC est double du quarré fait 
sur le côté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant 
par les points A et C des parallèles à BD , et par les 
points B et D des parallèles à AC : on formera ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC. 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE , et que ABCD en contient quatre ; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. 

Puisque AC : AB :: 2 : 1 , on a , en extrayant la ra- 
cine quarrée , AC : AB :: 1/2 : 1 ; donc la diagonale 
d’un quarré est incommensurable avec son côte. 

C’est ce qu'on développera davantage dans une autre 
occasion. 

fig- 109. Corollaire III. On a démontré que le quarré AH 
est équivalent au rectangle BDEF ; or, à causerie la 
hauteur commune Bf, lç quarré BCGF est au rec- 
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tnngle BDEF comme la base BC est à la base BD ; 

donc, 

BC*: ABÏ: BC : BD. * 

Donc le quarrè de l'hypoténuse est au quarrè d'un 
des côtés de l'angle droit comme l’hypoténuse est au 
segment adjacent a ce côté. On appelle ici segment la 
partie de l’hypoténuse déterminée par la perpendicu- 
laire abaissée de l'angle droit ; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté AB , et DC est le segment adjacent au 
côté AC. On aurait semblablement , 

BC’: ÂC*:: BC : CD. 

Corollaire IV. Les rectangles BDEF , DCGE , ayant 
aussi la meme hauteur , sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux 

quarrés AB j AC ; donc , 

AB’: AC’:: BD : DC. 

Donc les quarrés des deux côtés de l'angle droit sont 
entre eux comme les segments de l’hypoténuse adja- 
cents a ces côtés. 

PROPOSITION XII. 

théoheme. 

Dans un triangle ABC, si r angle C est aigu , £g- n» 
le quarrè du côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés des côtés qui comprennent 
l'angle C ; et si P on abaisse A D perpendiculaire 
sur BC , la différence sera égale au double du 
rectangle BD x CD ; de sorte qu 'on aura , 

ÂB= ÂC*+ BC — a BC x CD. 

Il y a deux cas. i“ Si la perpendiculaire tombe au- 
dedans du triangle ABC, on aura BD = BC — CD, 

et par conséquent * BD = BC -P- CD — a BC X CD. * 9 . 
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Ajoutant de part et d autre *AD, et observant que 
les triangle* rectangles ABD , ADC , donnent AD 4- 
BDrrAB et AD-|-DC=:AC, on aura AB=^:ÜC-+- 
ÂC — a BC x CD. 

Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
9 - ABC , on aura BD CD — BC, et par conséquent* 

BD = CD-kBC — 2 CD x BC. Ajoutant de part et 
d autre AD, on en conclura de même, 

AB == BC + AC — a BC x CD. 

PROPOSITION XI II. 

1 * i ; 

• THÉORIE MB. 

tîg. tu. Dans un triangle ABC, si l’angle C est obtus, 
le quarrè du côté opposé AB sera plus grand 
que la somme des quarrés des côtés qui com- 
prennent l'angle C, et si on abaisse Al) perpen- 
diculaire sur BC, la différence sera égale au 
double du rectangle BC x CD, de sorte qu'on aura , 

ÀB==ÂC -+- BC + a BC x CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dcdans 
du triangle ; car si elle tombait , par exemple , en E , 
le triangle ACE aurait à -la -fois l’angle droit E et 
* io, i. l’angle obtus C, ce qui est impossible*; donc elle 
tombe au -dehors, et on a BD=: BC 4- CD. De là 

♦8. résulte * BD=:BC4-CD4- a BC x CD. Ajoutant de 
part et d’autre AD et faisant les réductions comme 
dans le théorème précédent, on en conclura AB 

^ÏÏcVÂC*^BCxCD. 

Scholie , Le triangle rectangle est le seul dans le- 
quel la somme des quarrés de deux côtés soit égale 
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au quarré du troisième; car si 1 angle compris par ces 
côtés est aigu , la somme de leurs quarrés sera plus 
grande que le quarré du côté opposé; s il est obtus, 
elle sera moindre. 

PROPOSITION XIV. 


• THEOREME. 

Dans un triangle quelconque AUC , si on inene tg > 
du sommet au milieu de la base la ligne A I. ,je 

dis qu'on aura AB 4- AC =2 AE + 2 BE. 

Abaissez la perpendiculaire AI) sur la base BC , le 
triangle AEC donnera par le théorème xn , 

ÂC=Ât4-ËC — 2 EC x ED. 

Le triangle ABE donnera par le théorème xin , 

ÂB=AE+ËB+ 2 EB x ED. 

Donc , en ajoutant et observant que EB— EC, on aura, 

ÂB 4- AC = a AE 4- a EB*. 

Corollaire. Donc, dans tout parallélogramme, la 
somme des quarrés des cotes est égale a la somme des 
quarrés des diagonales. 

Car les diagonales AC , BD , se coupent mutuelle- «g > 
ment en deux parties égales au point E*; ainsi le *3* 
triangle ABC donne, 

ÂB+BC= aÂE 4- 2 BE. 

Le triangle ADC donne pareillement , 

AD 4 - DC=a ÂÊ-f- a DE. 

Ajoutant membre à membre , en observant que B 
DE , on aura , 

ÂB 4- AT) ( "nC 4- BC== 4 ÂË + 4 DE. 

. Mais 4 AE est le quarré de i AE ou de AC ; 4 DE 
est le quarré de BD ; donc la somme des quarré? des 
côtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. 


?6 
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PROPOSITION XV. 
théorème. 

% "< La ligne DE , menée parallèlement à la base 
d un triangle ARC, divise les côtés AB, AC, 
proportionnellement ; de sorte qu’on a AD- DR 
.::AE:EC. 

Joignez BE et DC; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE ; ils ont aussi même hauteur , 
puisque les sommets B et C sont situés sur une paral- 
**' lele à la base; donc ces triangles sont équivalents *. 

Ees triangles ADE , BDE , dont le sommet commun 
est E, ont même hauteur et sont entre eux comme 
*6 leurs bases AD, DB 4 ; ainsi on a, 

ADE:BDE::AD:DB. 

Les triangles ADE, DEC, dont lé sommet commun 
est D , ont aussi même hauteur , et sont entre eux 
comme leurs bases AE , EC ; donc , 

ADE : DEC : : AE : EC. 

Mais le triangle BDE = DEC ; donc, à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions , on en 
conclura AD : DB : : AE : EC. 

Corollaire I. De là résulte componcndo AD-f-DB- 
AD : : AE-f- EC . AE , ou AB: AD :: AC: AE , et aussi 
AB:BD :: AC:CE. 

% " 5 - Corollaire II. Si entre deux droites AB, CD, on 
mené tant de parallèles qu'on voudra AC , EF , GH , 
BD , etc. , ces droites seront coupées proportionnelle- 
ment , et on aura AE:CF::EG;FH :: GB.HD. 

Car soit O le point de concours des droites AB, 
CD ; dans le triangle OEF , où la ligne AC est menée 
parallèlement à la base EF, on aura OE:AE::OF: 
CF, ou OE:OF :: AE:CF. Dans le triangle OGH , on 
aura, semblablement OE:EG:: OF: FH , ou OE:OF 
.. EG.FH ; donc, à cause du rapport commun,, 
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OE:OF, ce s deux proportions donnent AE : CF :: 

EG : FH .Op démontrera de la même maniéré que EG : 

FH :: G B: HD, et ainsi de suite; donc les lignes AB, 

CD , sont coupées proportionnellement par les paral- 
lèles EF, GH, etc. 

. PROPOSITION XVI. 

T H É O R £ M E. 

Réciproquement si les côtés ÂB , AC, sont cou- % 1 ,fi 
pés proportionnellement par la ligne DE , en 
sorte qu'on ait AD:DB :: AE.EC ; je dis que la 
ligne DE sera parallèle à la base BC. 

Car si DE n’est pas parallèle à BC , supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorème précé- 
dent, on aura AD: BD :: AO: OC. Mais, par hypo- 
thèse, AD: DB:: AE:EC; donc on aurait AO:GC"' 
AE:EC; proportion impossible, puisque d’une part 
l’antécédent AE est plus grand que AO, et que de 
l’autre le conséquent EG est plus petit que OC; donc 
la parallèle à BC menée par le point D ne peut diffé- 
rer de DE ; donc DE est cette parallèle. 

Schulie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la proportion AB: AD:: AC: AE. Car cette pro- 
portion donnerait AB — AD: AD:: AC — AE:AE, ou 
BD:AD;:CE:AE. 

PROPOSITION XVII. 

TH ÉOR È U E. 

, 0 

La ligne M), qui divise en deux parties égales tg. 117. 
l'angle BAC d'un triangle , divisera la base BC 
en deux segments BD , DC , proportionnels aux 
côtés adjacents AB, AC; de sorte qu’on aura 
BD:DC :: AB: AC.’ " 
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Par le point C menez CE parallèle à AD jusqu’à lu 
rencontre de BA prolongé. ^ 

Dana le triangle BCE , la ligne AD est parallèle à la 
* ,s - base CE; ainsi on- a la proportion *, 

BD:DC :: AB: AE. 

Mais le triangle ACE est isowele; car, à cause des 
parallèles AD, CE, l'angle ACE=DAC,*et l’angle 
*a5. AEC— BAD * : or, par hypothèse, DAC=BAD; 
* ,J > '• donc l’angle ACE = AEC , et par suite AE= AG * ; 
substituant donc AC à la place de AE dans la propor- 
tion précédente, on aura, 

BD : DC : : AB : AC. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles équiangles ont les côtés homo- 
logues proportionnels et, font semblables. 
fi g ,! 9 Soient ABC, GDE, deux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun , savoir BAG=GDE , 
ABC— DCE, et AC B— DEC ; je dis que les côtés 
homologues ou adjacents aux angles égaux , seront 
proportionnels , de sorte qu’on aura BC:CE::AB: 
CD:: AC: DE. 

Placez les côtés homologues BC, CE, dans la même 
direction, et prolongez les côtés BA, ED, jusqu'à ce 
qu’ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite, et que l'angle 
' a5, i BCA=CED, il s’ensuit que AC est parallèle à DE *. 
Pareillement, puisque l'angle ABC=DCE, la ligne 
Ah est parallèle à DC ; donc la figure ACDF est un 
parallélogramme. 

Dans le triangle B ET! la ligne AC est parallèle à la 
* • 5 . hase FE; ainsi on a BC:GE;: BA:AF *. A-la place de 
AE' mettant son égale CD , on aura , .i . , . 

BC:CE::BA:CD.. { , 
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Dans le même triangle UFJi , si on regarde DF 
comme la base, CD est une parallèle à cette base, et 
on a la proportion HC : CE : : FD : DE. A la place de. 

FD mettant son égale AC, on aura, 

BC:CE :: AC: DE. 

Enfin de ces deux, proportions qui contiennent le 
même rapport, BC:CE, on peut conclure aussi, 

AC: DE:: BA:CD. 

Donc les triangles équianglcs BAC , CDE , ont les 
cotés homologues proportionnels : mais , suivant la 
définition II, deux figures sont semblables, lorsque 
elles ont à-la-fois les angles égaux chacun à chacun, 
et les côtés homologues proportionnels ; donc les 
triangles équianglcs BAC, CDE, sont deux figures 
semblables. 

Corollaire. Pour que deux triangles soient sembla- 
bles, il suffit qu’ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun , car alors le troisième sera égal de part et 
d’autre , et les deux triangles seront équiangles. 

* Scholie. Remarquez que, dans les triangles sem- 
blables f les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux ; ainsi l'angle ACB étant égal à DEC, le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles égaux 
ABC , DCE : les côtés homologues étant reconnus , on 
forme aussitôt les proportions: 

AB:DC :: AC: DE :: BC:CE. 

PROPOSITION XIX. 

• THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
proportionnels , sont uiangles et semblables. 

Supposons qu’on ait BC:EF:: AB:DE:: AC:DF ; figiaot 
je dis que les triangles ABC, DEF, auront les angles 
égaux, savoir, A=D, B— E, G— F . 
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Faites au point E l’angle FEG=B et au point F 
l’angle EFG=C, le troisième G sera égal au troi- 
sième A , et les deux triangles ABC, EFG, seront 
équiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC : EF:: AB : EG : niais par hypothèse, BG : EF :: 
AB: DE; donc EG = DE. On aura encore, par le 
même théorème , BC : EF : : AC : FG , or on a , par hy- 
pothèse, BC:EF :: AC: DF ; donc FG=^DF; donc 
les triangles EGF, DEF, ont les trois côtés égaux 
'•chacun â chacun; donc ils sont égaux*. Mais, par 
construction , le triangle EGF est équiangle au trian- 
gle ABC ; donc aussi les triangles DEF , ABC , sont 

équiangles et semblables. 

Scholie I. On voit par ces deux dernieres proposi- 
tions , que dans les triangles , l’égalité des angles est 
une suite de la proportionnalité des côtés , et ré- 
ciproquement , de sorte qu’une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. ,11 n’en 
est pas de même dans les figures de plus de trois „ 
côtés ; car , dès qu’il s’agit seulement des quadrila- 
tères , on peut , sans changer les angles , altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles ; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de I égalité des angles, ni 
*• vice versa. On voit, par exemple, qu’en menant EF 
parallèle à BC , les angles du quadrilatère AEFD 
sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD ; mais la 
proportion des côtés est différente : de même , sans 
changer les quatre côtés AB, BG, CD , AD , on peut 
rapprocher ou éloigner le point B du point D, .ce qui 
altérera les angles. 

Scholie II. Les deux propositions précédentes qui 
n’en font proprement qu’une , jointes à celle du 
quarré de l'hypoténuse , sont les propositions les plus 
importantes et les plus fécondes de la géométrie ; 
clics suffisent presque seules à toutes les applications 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager en 
triangles, et un triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes les 
figures. 


PROPOSITION XX. 

* THÉORÈME, 

j Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels, sont semblables. 

Soit l’angle A = D, et supposons qu’on a AB : Gg- «»>• 
DF,:: AC: DF; je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. 

Prenez AG=DE et menez GII parallèle à BC, 
l’angle AGH sera égal à l’angle ABC *, et le triangle ' *• 

AGIl sera équiangle au triangle ABC; ou aura donc 
AB: AG :: AC: A1I : mais, par hypothèse, AB:I)E:: 

AC: DF, et par construction AG— DE; donc AH = 

DE’. Les deux triangles AGH, DEF, ont doue un 
angle égal compris entre côtés égaux ; donc ils sont 
égaux. Or le triangle AGH est semblable à ABC ; donc 
DEF est aussi semblable à ABC. 

' PROPOSITION XXI. 

T H É O n È N E. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
parallèles , ou qui les ont perpendiculaires cha- 
cun à chacun , sont semblables. 

Car, i° si le côté AB est parallèle à DE , et BC à o g . 

EF , l’angle ABC sera égal a DEF * ; si de plus AC est . îgi , 
parallèle à DF , l’angle ACB sera égal à DFE, et aussi 

Huit, «d, G 


Digitized by Google 


$2 , G il y M B T n I £. 

BAC à EDF : donc les triangles ABC, DEF, sont 
équianglcs ; donc ils sont semblables, 
f.g. ia4. a° Soit le côté DE perpendiculaire à AB, et le 
côté DF à AC; dans le quadrilatère Al DH les deux 
angles I et H seront droits; les quatre angles valent 
a »> >• ensemble quatre angles droits*; donc les deux res- 
tants IAH , 1 DH, valent deux angles droits. Mais les 
deux angles EDF, IDH , valent aussi deux angles 
droits ; donc l'angle EDF est égal à IAH ou BAC : 

« pareillement si le troisième côté EF est perpeîidicu- 
laire au troisième BC , on démontrera que l’angle 
DFE — C, et DEF=B ; donc les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacun, sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des côtés parallèles , les côtés 
homologues sont les côtés parallèles, et, dans celui 
des côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen- 
diculaires. Ainsi, dans ce dernier cas, DE est homo- 
logue à AB; DF à AC, et EF à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles, différente 
de celle qui est supposée dans la fig. ia 4 > mais léga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours, 
soit par des quadrilatères tels que AIDII , dont deux 
angles sont droits , soit par la comparaison de deux 
triangles qui, avec des angles opposés au sommet, 
auraient chacun un angle droit : d’ailleurs on pour- 
rait toujours supposer qu’on a construit au-dedans 
du triangle ABC un triangle DEF , dont les côtés se- 
raient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC , 
et alors la démonstration rentrerait dans le cas de la 

Cg. 124. • *•> ■ 
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PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Les lignes AF, AG, etc., menées comme on vou- «s *»s- 
cira par le sommet d'un triangle, divisent propor- 
tionnellement la base BC et sa parallèle DE, de 
sorte qu’on a DI:BF: :IK.:FG: :K.L:GII, etc. 

Car , puisque DI est parallèle à BF , le triangle 
ADI est équiangle à ABF , et ou a la proportion 
IM :BF : : AI: AF ; de même IK étant parallèle à FG , 
on a AI : AF : : IK: FG ; donc, à cause du rapport 
commun AI : AF, on aura DI :BF : : IK:FG. On trou- 
vera semblablement IK:FG: :RL:GH, etc. ; donc la 
ligne DE est divisée aux points I , R , L , comme la 
base BG l’est aux points F , G , II. 

Corollaire. Donc, si BC était divisée en parties 
égales aux points F , G , H , la parallèle DE serait divi- 
sée de même en parties égales aux points I , K , L. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉO REM E. 

Si de T angle droit A d'un triangle rectangle on t £ . , 2 g. 
abaisse la perpendiculaire AD sur l’hypoténuse ; 

i° Les deux triangles partiels A BD, ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC; 

a» Chaque côté AB ou AC sera moyen propor- 
tionnel entre V hypoténuse BC et le segment ad- 
jacent BD ou DC ; 

3° La perpendiculaire AD sera moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD, DC. 

Car, t° le triangle BAD et le triangle BAC ont 
l’angle commun B ; de plus l'angle droit BDA est 
égal à l’angle droit BAC ; donc le troisième angle 
BAD de l’un est égal au troisième C de l’autre ; doue 

6. 


Digitized by Google 


8,f • GEOMETRIE. 

«.•es «leux triangles sont équiangles et semblables. On 
démontrera de même que le triangle DAC est sem- 
blable au triangle BAC.; donc les trois triangles sont 
équiangles et semblables entre eux. 

Puisque le triangle BAL) est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or le «ôté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parce qu’ils sont opposés à des 
angles égaux , BAD , BCA ; l’hypoténuse BA <Ju petit 
est homologue à l'hypoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD : BA :: B A : BC. On 
aurait de la même maniéré DC: AC :: AC:BC ; donc, 
2 ° chacun «les eôtés AB , AC , est moyen proportion- 
nel entre l’hypoténuse et le segment adjacent à ce 
côté. 

3° Enfin la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne , en comparant les côtés homologues , BD : 
AD::AD:I)C; donc, 3° la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les segments BD, DC 
de l'hypoténuse. 

Scho/ie. La proportion BD : AB :: AB ; BC «lonne, 
en égalant le produit des extrêmes à celui «les moyens, 

AB = BD x BC. On a «le même AC = DC x BC , 

donc AB + AC = BD x BC -f- DC x BC ; le second 
membre est la même chose que (BD-p DC) x BC, 

ot il se réduit à BC X BC ou BC ; donc on a AB 

-P AC = BC ; donc le quarré fait sur l’hypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB, AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de l’hypoténuse par une voie 
très-différente «le celle que nous avions suivie ; d’où 
l’on voit qu’à proprement parler, la proposition «lu 
quarré «le l’hypoténuse est une suite «le la propor- 
tionnalité «les côtés dans les triangles équiangles. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
se réduisent, pour ainsi dire, à celle-ci seule, que les 
triangles équiangles ont leurs côtés homologues pro- 
portionnels. 

Il arrive souvent, comme on vient d’en voir un 
exemple, qu’en tirant des conséquences d’une ou de * 
plusieurs propositions, on retombe sur des proposi- 
tions déjà démontrées. En général ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude, c’est 
qu’en les combinant ensemble d'une maniéré quel- 
conque , pourvu qu’on raisonne juste , on tombe 
toujours sur des résultats exacts. Il n’en serait pas de 
même si quelque proposition était fausse, ou n était 
vraie qu’à - peu - près ; il arriverait souvent que, par 
la combinaison des propositions entre elles, l’erreur 
s accroîtrait et deviendrait sensible. C’est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons de la réduction a l'absurde. Ces 
démonstrations, où l’on a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir 
que, s’il y avait entre elles la moindre inégalité , on 
serait conduit par la suite des raisonnements à une 
absurdité manifeste et palpable ; d’où l'on est obligé 
de conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire. Si d’un point A de la circonférence on %. 
mené les deux cordes AB, AC, aux extrémités du 
diamètre BC , le triangle BAC sera rectangle en A * ; * 1 
donc, 1“ la perpendiculaire AD est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD , DC , du 
diamètre , ou, ce qui revient au même, le quarré 

AD est égal au rectangle BD x BC. 

2 La corde _ AB est moyenne proportionnelle entre 
le diamètre BC et le segment adjacent BD, ou, ce 

qui revient au même, AB=BDxBC. On a seul- 
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blablement AC=CD x ^jC ; donc AB : AC :: BD: 

DC; et si on compare AB à BC, on aura Ali : BC 

BD : BC ; on aurait de même AC : BC :: DC : BC. Ces 
rapports des quartés des côtés, soit entre eux, soit 
• avec le quarré de l’hypotéuuse, ont été déjà donnés 
dans les corol. m et iv de la prop. xt. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont un angle égal sont 
entre eux comme les rectangles des côtés qui 
Cg. ia$. comprennent l’angle égal. Ainsi le triangle ABC 
est au triangle ADE comme le rectangle AB x AC 
est au rectangle AD x AE. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE, ADE, dont le 
sommet commun est E, ont même hauteur, et sont 
* 6 - entre eux comme leurs bases AB, AD * ; donc , 

ABE: ADE:: AB:AD. 

On a de même, 

ABC : ABE : : AC : AE. 

Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 
tant le commun terme ABE, on aura, 

ABC : ADE :; AB x AC : AD x AE. 

Corollaire. Donc les deux triangles seraient équi- 
valents, si le rectangle ABx AC était égal au rectan- 
gle AüxAE, ou si on avait AB: AD :: AE: AC , ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

PROPOSITION XXV. % 

THÉORÈME. 

Deux triangles semblables sont entre eux 
comme les quarrés des côtés homologues. 
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Soit l’angle A=D et l'angle B = E; d’abord à 
cause des angles égaux A et D, on aura, par la propo- 
sition précédente, 

ABC : DEF : : AB x AC : DE x DF. 

On a d'ailleurs, à cause de la similitude des triangles, 
AB:DE:: AC:DF. 

Et si on multiplie cette proportion terme à terme par 
la proportion identique, 

AC : DF : : AC : DF , 

il en résultera, 

AB x AC : DE x DF : : AC : DF.‘ 

Donc, 


ABC: DEF:: AC: DF*. 

Donc deux triangles semblables ABC, DEF, sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AC, DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 


PROPOSITION XXVI. 


THÉORÈME. 

Deux polygones semblables sont composés 
d'un meme nombre de triangles semblables cha- 
cun à chacun et semblablement disposés. 

Dans le polygone ABCDE , menez d’un même angle c 
A les diagonales AC, AD aux autres angles. Dans 
l'autre polygone FGIIIK., menez semblablement de 
l'angle F homologue à A , les diagonales FH , FI aux 
autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables, l’angle ABC 
est égal à son homologue FGH*, et de plus les côtés * 
AB , BC , sont proportionnels aux côtés FG , GH ; de 
sorte qu’on a AB:FG : :BC:GH. Il suit de- là que les 
triangles ABC, FGH, ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels ; donc ils sont sernbla- 


\g. m. 
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* *°- l)les * ; denc l’angle BCA est égal à GIIF. Ces angles 
égaux étant retranchés des angles égaux I)CD, GH 1 , 
les restes AGI), FUI seront égaux : niais puisque 
les triangles ABC, FGII sont semblables, on a AC: 
FH: :BC:GII ; d'ailleurs, à cause de la similitude 
* iéF.i. des polygones* , BC : GH : : CD : HI ; donc AC : 
F H : : CD : HI : mais on a déjà vu que l’angle ACD 
= FHI ; donc les triangles ACD, FHI, ont un angle 
égal compris entre côtés proportionnels ; donc ils 
sont semblables. On continuerait de même à démon- 
trer la similitude des triangles suivants, quel que fôt 
le nombre des côtés des polygones proposés ; donc 
deux polygones semblables sont composés d’un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Schnlie. La proposition inverse est également vraie : 
si deux polygones sont composés d'un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés , ces 
deux polygones seront semblables. 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l’angle ABC = FGH, BCA = GHF, ACD = FHI ; 
donc BCD = GHI, de même CDE=r:HlK, etc. De 
plus , on aura AB : FG : : BC : G 1 I : : AC : FH : : CD : 
HI, etc.; donc les deux polygones ont les angles 
égaux et les côtés proportionnels ; donc ils sont 
semblables. 

‘ PROPOSITION XXVII. 


THÉORÈME. 

Les contours ou périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les côtés homologues , et leurs 
surfaces comme les quarrés de ces memes côtés. 
g. 139 Car , i° puisqu’on a , par la nature des figures 
semblables , AB : FG : : BC ; GH CD : III , etc. , on 
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peut conclure de cette suile de rapports égaux : I.a 
Somme des antécédents AB 4- BC 4- CD, etc., péri- 
mètre de la première figure, est à la somme des consé- 
quents FG 4- GH + HI , etc. , périmètre de la seconde 
'figure, connue un antécédent est à son conséquent, 
ou comme le côté AB est à son homologue FG. 

2 0 Puisque les triangles ABC , FGH sont sembla- 
bles , on a * ABC : F’GH : : AC : FH ; de même les * » 5 . 
triangles semblables ACD,FHI, donnent ACD : FHI 

AC : FH ; donc, à cause du rapport commun 

ÂC*: FH , on a , 

ABC: FGH:: ACD: FHI. 

Par un raisonnement semblable on trouverait, 

ACD: FHI :: ADR:FIK. 

Et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand nombre 
de triangles. De cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC 4- ACD 4- 
ADE , ou le polygone ABCDE , est à la somme des 
conséquents FGH 4- FHI 4- FIK , ou au polygone 
FGHIK, comme un antécédent ABC est à son con- 
séquent FGH , ou comme AB est à FG ; donc les sur- 
faces des polygones semblables sont entre elles comme 
les quarrés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois figures semblables 

P 

dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
côtés d’un triangle rectangle , la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres : 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quarrés 
de leurs côtés homologues; or, le quarré de l’hypoté- 
nuse est égal à la somme des quarrés des deux autres 
côtés ; donc , etc. 
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. PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

Bg. ijo. I' es parties de deux cordes AB, CD, qui se. 
coupent dans un cercle , sont réciproquement 
proportionnelles , c'est-à-dire qu’on a AO: DO 
: :CO:OB. 

Joignez AC et BD: clans les triangles ACO, BOD , 
les angles en O sont égaux comme opposés au som- 
met ; l’angle A est égal à l’angle D, parce qu’ils sont 

* iS. a. inscrits dans le même segment * ; par la même raison 

l’angle G=B; donc ces triangles sont semblables, et 
les côtés homologues donnent la proportion AO : DO 
- : :CO:OB. 

Corollaire. On tire dc-là AO X ODnDO x CO : donc 
\e rectangle des deux parties de l'une des cordes est 
égal au rectangle des deux parties de l’autre. 

PROPOSITION XXIX. 

. THÉORÈME. 

fi i3j Si d’un meme point O , pris hors du cercle , on 
me ne les sécantes OB , OC , terminées à l’arc con- 
cave , IîC, les sécantes entières seront réciproque- 
ment proportionnelles à leurs parties extérieures , 
c’est-à-dire qu’on aura OB:OC: :OD:OA. 

Car, en joignant AC, BD, les triangles OAC, OBD, 

* is, a. ont 1 angle O commun; de plus l’angle B = C* ; donc 

ces triangles sont semblables; et les £otés homologues 
donnent la proportion , 

OB:OC: .OD:OA. 

Corollaire. Donc le rectangle OA X OB , est égal au 
rectangle OCxOD. 

Scholie. On peut remarquer que cette proposition 
a beaucoup d'analogie avec la précédente, et quelle 
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n’en différé qu’en ce que les deux cordes AB, CD, 
au lieu de se couper dans le cercle, se coupent au- 
dehors. La proposition suivante peut encore être re- 
gardée comme un cas particulier de celle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

Si d’un même point O pris hors du cercle on %. «3». 
mené une tangente OA et une sécante OC, la 
tangente sera moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure ; de sorte qu'on, 
aura OC : OA : : OA : OD ; ou, ce qui revient au 

même, OA=OC x OD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles OAD, 

OAC, ont l’angle 0 commun ; de plus langle OAD, 
formé par une tangente et une corde * , a pour mesure * >9- -■ 
la moitié de l’arc AD , et l’angle C a la- même mesure ; 
donc l’angle OAD— C ; donc les deux triangles sont 
semblables, et on a la proportion, 

OC:OA::OA:OD, 
qui donne OA=OGx OD. 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Dans an triangle ABC, si on divise f angle A en deux &g ii3- 
parties égales par ta ligne AD, le rectangle des eûtes AB, 

AC, sera- égal au rectangle des segments BD, DC, plus au 
quarré de la sécante AD. , 

Faites passer une circonférence par les trois points A , B , 

C, prolongez AD jusqu'à la circonférence, et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable an triangle RAC ; car, par 
hypothèse , l’angle BAD = RAC ; de plus l’angle B = E, 
puisqu’ils ont tous deux pour mesure la moitié de l'arc AC ; 
donc ces triangles sont semblables , et les côtés homologues 
donnent la proportion BA : AE :: AD : AC : de là résulte 
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BAXAC = AExAD; mais AE=AD+DE, et en mulli- 
pliant de part ct d’antre par AD, on a AExAD=Ân^- 
‘ 23 . AD x DE ; d'ailleurs AD X DE=BD X DC * ; donc enfin, 

BA X AC= AD-+- BD X BC. 

PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. 

.34. Dans tout triangle ABC, fc rectangle de, deux côtés AB 
A , est égal au rectangle compris par le diamètre CE du 
cercle c, consent et la perpendiculaire AD abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car, en joignant AE, les triangles ABD, AEC, sont rec- 
angles, un en D , l’autre en A; de plus l’angle B=E; donc 

IVcF "În-Ar S 7 b,ab,eS ’ e ‘ iU donaent la Proportion 
AB. CE.. AD. AC; d ou résulte AB x AC=CE X AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la 
même quantité BC, on aura AB X AC X BC=CE x AD x BC 
*6 Or, ADxBCest le double de la surface du triangle *; donc 
pmdnil des trots cfltés d'un triangle est égal à sa surface 
m ultiphce par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

* '." t P tro ‘ s s appelle quelquefois un solide. 

par une raison qu’on verra ci -après. Sa valeur se conçoit 
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres, et multipliant les nombres dont il s’agit. 

Scholic. On peut démontrer aussi que la surface d'un 
tnang e est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

Car les triangles AOB, BOC , AOC , qui ont leur som- 
met commun en O, ont pour hauteur commune le rayon 
tu ccrele inscrit; donc la somme de ces triangles sera 
Èga.c a la somme des bases AB, BC, AC, multipliée par la 
moine du rayon OD ; donc le triangle ABC est égal à son 

penmetre multiplié par la moitié du rayon du cercle ins- 
cm. 
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PROPOSITION XXXIII. 

THÉORÈME. 


Dans tout quadrilatère inscrit ABCD, le rectangle des % i3d - 
deux diagonales AC , BD , est égal à la somme des rectan- 
gles des côtés opposes , de sorte qu’on a 

AC X BD = AB X CD+AD X BC. 

Prenez l’arc CO=AD, et tirez BU qui rencontre la dia- 
gonale AC en I. # 

L’angle ABD=CBI, puisque l’un a pour mesure la moitié 
de AD, et l’autre la moitié de CO égal à AD. L’angle AD 11= 

BCI , parce qu’ils sont inscrits dans le même segment AOB ; 
donc le triangle ABD est semblable ati triangle IBC, et on a 
la proportion AD : CI :: BD:BC ; d'où résulte ADxBCzz: 

CI X BD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable 
au triangle BDC ; car l’arc AD étant égal à CO , si on ajoute 
de part et d’autre OD, on aura l’arc AO=DC; donc l’angle 
ABI = DBC; de plus l’angle BAI=BDC, parce qu’ils sont 
inscrits dans le même segment ; donc les triangles ABI , DBC, 
sont semblables, et les côtés homologues donnent la propor- 
tion AB: BD :: AI : CD ; d’où résulte AB X CD = Al X BD. 
Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que 

AIXBD-+-CIXBD=(AI-|-CI)XBD=ACXBD, on aura 
AD X BC+ AB x CD = AC X BI). 

Scholie. On peut démontrer de la même maniéré un autre 
lliéorcme sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion 
BD : BC. :: AB:BI , d’où résulte BIxBD=BCxAB. Si on 
joint CO , le triangle ICO , semblable à ABI , sera semblable 
à BDC, et donnera la proportion BD: CO :: DC:OI ; d’où 
résulte OIXBD = COXDC, ou , à cause de CO = AD, 

OI X BD = ADX DC. Ajoutant les deux résultats, et obser- 
vant que BI X BD-f-OI X BD se réduit à BO x BD , on aura , 

BO X BI) =: AB X BC H AD x DC. 

Si on eût pris BP=AD, et qu’on eût tiré CKP , ou au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables, 

CP X CA= AB X AD-f-BC X CD. 
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Mais l’arc BP étant égal à CO, si on ajoute de part et 
d’autre BC , on aura l'aro CBPrrBCO; donc la corde CP 
est égale à la corde BO , et par conséquent les rectangles 
BOxBD et CPxCA sont entre eux comme BD est a CA; 
donc , 

BD ; CA ; : AB X BC + A D X DC : AD x AB-|- BC X CD. 

Donc les Jeux diagonales d'un quadrilatère inscrit sont 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diago- 
nales quand on connaît les côtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

THÉORÈME. 

fig. i3G. Soit P un point donné au-dedans du cercle sur le rayon 
AC, et soit pris un point Q au- dehors sur le prolongement 
du même rayon , de sorte qu’on ait CP : CA : : CA ; CQ ; si 
d'un point quelconque M de la circonférence on mene aux 
deux points P et Q les droites MP , MQ , Je dis que ces droites 
seront par-tout dans un même rapport, et qu’on aura MP; 
MQ::AP:AQ. 

Car on a, par hypothèse , CP:CA::CA:CQ ; mettant 
CM à la place de CA , on aura CP;CM :: CM :CQ ; donc les 
triangles CPM, CQM, ont un angle égal C compris entre 
* 3o, 3. côtés proportionnels ; donc ils sont semblables * ; donc le 
troisième côté MP est au troisième MQ comme CP est à CM 
ou CA. Mais la proportion CP:CA::CA:CQ donne, diei- 
dendo , CP:CA :: CA— CP.CQ— CA , ou CP:CA::AP: 
AQ; donc MP.MQ:: AP: AQ. 
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Problèmes relatifs au Livre III. 

PROBLÈME PREMIER. 

Diviser une ligne droite donnée en tant de 
parties égales qu'on voudra, ou en parties pro- 
portionnelles à des lignes données. 

i° Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq %. 137. 
parties égales ; par l’extrémité A on mènera la droite 
indéfinie AG, et prenant AC d’une grandeur quel- 
conque, on portera AC cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G et l’extrémité B par la 
ligne GB, puis on mènera CI parallèle à GB; je dis 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB, et 
qu’ainsi en portant Al cinq fois sur AB , la ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car , puisque Cl est parallèle à GB, les côtés AG, 

AB , sont coupés proportionnellement en C et I *. Mais * 1 5 
AC est la cinquième partie de AG ; donc AI est la cin- 
quième partie de AB. 

a 0 Soit proposé de diviser la' ligne AB en parties fig. iis, 
proportionnelles aux lignes données P, Q, R. Par 
l’extrémité A on tirera l’indéfinie AG, on prendra 
AC — P, CD=Q, DE= R , on joindra les extrémi- 
tés E et B , et par les points C , D , on mènera CI , 

OK , parallèles à EB ; je dis que lâ lighe AB sera di- 
visée en parties AI, IK, KB, proportionnelles aux 
lignes données P, Q, R. 

Car, à cause des parallèles CI, DK, EB, les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC , 

CD, DE*; et par construction celles-ci sont égales* iî. 
aux lignes données P, Q, R. 

PROBLÈME II. 

Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données A , B, C. 
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Ê s- ,: *9- Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DAr=A et DB=B, 
sur DF prenez DC = G, joignez AC, et par le point 
B menez BX parallèle à AC ; je dis que DX sera la 
quatrième proportionnelle demandée: car, puisque 
BX est parallèle à AC, on a la proportion DA:DB: : 
DC:DX ; or les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données : donc DX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, R, car 
elle sera la même que la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes , A , B , B. 

. PEOBlixE III. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données À et B. 

&S > 4 o. Sur la ligne indéfinie DF prenez DE = A , et 
EF=B : sur la ligne totale DF comme diamètre dé- 
crivez la demi- circonférence DGF ; au point E élevez 
sur le diamètre la perpendiculaire EG, qui rencontre 
la circonférence en G ; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE, abaissée d'un point de 
la circontêrence sur le diamètre, est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 
* u3. EF * : or ces segments sont égaux aux lignes données 
A et B. 

PROBLÈME IV. 

Kg. m. Diviser la ligne donnée AB en deux parties , 
de maniéré que la plus grande soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière et l'autre 
partie. 

A l’extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire BC égale à la moitié de AB ; du point C 
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comme centre, et du rayon CB décrives une circon- 
férence; tirez AC, qui coupera la circonférence en D, 
et prenez AF=AD ; je dis que la ligne AB sera divi- 
sée au point F de la maniéré demandée , c’est-à-dire 
qu'on aura AB: AF :: AF: FB. 

Car AB étant perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon CB, est une tangente; et si on prolonge AC 
jusqu’à ce qu’elle rencontre de nouveau la circon- 
férence en E, on aura * AE: AB: ;AB: AD ; donc ," 50 
dwidândo , AE — AB : AB :: AB — AD : AD. Mais, 
puisque le rayon BC est la moitié de AB , le diamètre 
DE est égal à AB, et par conséquent AE — AB— 
AD=r AF ; on a aussi, à cause de AF = AD, AB — 

AD = FB; donc AF:AB::FB:AD ou AF; donc, 
invertendo , AB : AF : : AF : FB. 

Seholic. Cette sorte de division de la ligne AB 
s’appelle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D;car, puisque AB = DE,on a AE:DE:: 

DE: AD. 

PROBLÈME V. 

Par un point donne A dans l'angle donnée 
BCD tirer la ligne BD de maniéré que les parties 
AB , AD, comprises entre le point A et les deux 
côtés de l'angle, soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD , prenez 
BE = CE, et par les points B et A tirez BAD , qui 
sera la ligne demandée. 

Car, AE étant parallèle à CD, on, a BE:EC: :BA: 

AD ; or BE = EC; donc BA=AD. 

PROBLÈME VI. 

Faire un quarré équivalent à un parallélo- 
gramme ou à un triangle donné. 

Huit. éd. 7 t 
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tig. i;3. jo Soit ABCD le parallélogramme donné, AB sa 
l>ase, DE sa hauteur: entre AB et DE cherchez une 
* P r - 3 . moyenne proportionnelle XY*; je dis que le quarré 
fait sur XY seraéquivalent au parallélogramme ABCD. 
Car , par construction , AB : XY : : XY : DE ; donc 

XY = AB x DE : or AB x DE est la mesure du pa- 
rallélogramme , et XY celle du quarré ; donc ils sont 
équivalents. 

Cg. 144. 2 0 Soit ABC le triangle donné, BC sa base, AD sa 

hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne ; 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car , puisqu’on a BC:XY : :XY : 7 AD , il en ré- 
sulte XY* = BC X 7 AD ; donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 

PROBLÈME VII. 

% 145 Faire sur la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC. 

Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle; je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD: AB: : AC: AX, il en résulte 
ADx,AX=ABx AC ; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABFC. 

PROBLÈME VIII. 

Cg 14?. Trouver en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données A et B au rectangle des deux 
lignes données C et D. 

Soit X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes B, C, D ; je dis que le rapport des deux lignes 
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A et X sera égal à celui des deux rectangles A X B , 

CxD. 

Car, puisqu’on a B:C::D:X, il en résulte CxD 
=BxX; donc AxBrCxD: :AxB:BxX: :A:X. 

Corollaire. Donc , pour avoir le rapport des quar- 
tes faits sur les ligues données A et C , cherchez une 
troisième proportionnelle X aux lignes A et C, en 
sorte qu’on ait A:C: :C:X , et vous aurez A’ : C 3 : : 

A:X. 

PROBLÈME IX. 

Trouver en lignes le rapport du produit des H 
trois lignes données A , B , C , au produit des 
trois lignes données P , Q , R. 

Aux trois lignes données P, A, B, cherchez une 
quatrième proportionnelle X ; aux trois lignes don- 
nées C , Q , R , cherchez une quatrième proportion- 
nelle Y. Les deux lignes X, Y, seront entre elles 
comme les produits AxBxC, PxQxR. 

Car, puisque P:A::B:X,on a AxB=PxX; 
et, en multipliant de part et d’autre par C, AxB 
xC = CxPxX. De même , puisque C : Q : : R : Y , 
il en résulte Q X R=C X Y ; et , multipliant de part et 
d’autre par P, on a PxQxR=PxCx Y, donc le 
produit AxBxC est au produit PxQxR comme 
C x P X X est à PxCxY,ou comme X est à Y. 

PROBLÈME X. 

Faire un triangle équivalent à un polygone 
donné. * 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d’abord %■ afi 
la diagonale CE , qui retranche le triangle CDE ; par 
le point D menez DF parallèle à CE jusqu’à la ren- 
contre de AE prolongé'; joignez CF , et le polygone 
ABCDE sera équivalent au polygone ABCF qui a un 
côté de moins. 

7. 
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Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune 
CE j ils ont aussi même hauteur , puisque leurs som- 
mets D, F, sont situés sur une ligne DF parallèle à la 
base ; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 
de part et d’autre la figure ABCE, on aura d’un côté 
le polygone ABCDE, et de l’autre le polygone ABCF, 
qui seront équivalents. 

Oh peut pareillement retrancher l'angle Ben substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et , 
ainsi le pentagone ABDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le tntme procédé s’appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d’un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scholie. On a déjà vu que tout triangle peut être 
* i*r. 6. changé en un quarré équivalent *, ainsi on trouvera 
toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 
donnée ; c’est ce qu’on appelle quarrer la figure recti- 
ligne , ou en trouver la quadrature. 

Le problème de la quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont le dia- 
mètre est donné. 

PROBLÈME xi. 

• Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 

Soient A et B les côtés des quarrés donnés : 
fi g '*7- i° S’il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarts, tirez les deux lignes indéfinies ED, EF à 
angle droit ; prenez ED=:A et EG=:B, joignez DG, 
et DG sera le côté du quarré cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle, le quarré fait 
sur DG est égal A la somme des quarrés faits sur ED 
et EG. 

2 ° S’il faut trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés , formez de même l’angle droit 
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FEH, prenez GE égal au plus petit (les côtés A et U ; 
du point G, comme centre, et d'un rayon GH égal à 
l’autre côté , décrivez un arc qui coupe EH en H ; je 
dis que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et D. 

Car le triangle GEII est rectangle, l'hypoténuse 
GH = A, et le côté GE = B ; donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

Scholie. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu'on voudra ; car la con- 
struction qui en réduit deux à un seul , en réduira 
trois à deux , et ces deux-ci à un , ainsi des autres. 11 
en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 

PROBLEME XII. 

Construire un quarré qui soit au quarré donné hG ,5 ° 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF=M, et FG 
= N‘; sur EG, comme diamètre, décrivez une demi- 
circonférence, et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG, HE, que vous prolongerez indéfiniment*: sur la 
première çrenez HK égale au côté AB du quarré 
donné, et par le point K menez KJ parallèle à EG ; 
je dis que H1 sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl, GE, on a HI:HK: : 

HÉ:HG; donc HI : HK : : HE : HG : mais dans le 
triangle rectangle EHG*, le quarré de HE est au * 
quarré de HG comme le segment EF est au segment 

FG, ou comme M est à N, donc HI : HK : : M : N. 

Mais 1IK = AB ; donc le quarré fait sur HI est au 
quarré fait sur AB comme M est à N. 
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PROBLÈME XIII. 

" l • . 

,! s- ”o- Sur le côté FG, homologue à AB, décrire un 
polygone semblable au polygone donné ABCDE. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD: au point F faites l'angle GFH=BAC, et au 
point G l’angle FGH = ABC ; les lignes FH, GH, se 
couperont en If, et FGII sera un triangle semblable 
à ABC : de même sur FH , homologue à AC , construi- 
sez le triangle F11I semblable à ADC, et sur FI, homo- 
logue à AD, construisez le triangle F1K, semblable à 
ADE. Le polygone FGHTK. sera le polygone demandé, 
semblable à ABCDE. 

Car ces deux polygones sont composés d’un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
* 16 . placés *. 

PROBLÈME XIV. 

* . . 1 

Deux figures semblables étant données , con- 
struire une figure semblable qui soit égale à • leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux cotés homologues des figures 
données-, cherchez un quarré égal à la somme ou à la 
différence des quarrés laits sur A et B ; soit X le côté 
de ce quarré, X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problème 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues ; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues A et B ; donc la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence des 
figures semblables faites sur les côtés A et B. 
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PROBLÈME XV. 

Construire une figure semblable à une figure 
donnée , et qui soit à cette figure dans le rap- 
port donné de M à N. 

Soit A un côté de la figure donnée , X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée ; il faudra que le quarré 
de X soit au quarré de A comme M est à N *. On trou- * >7 
vera donc X par le problème xii ; connaissant X, le 
reste s’achèvera par le problème xm. 

. PROBLÈME XVI. 

Construire une figure semblable à la figure P ,Sl 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P, et le côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M, N, AB; sur le côté X, homologue 
à AB, décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis quelle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X, on 

— t a 

aura P:Y::AB:X; mais, par construction , AB:X:: 

M : N , ou AB : X*: : M : N donc P : Y : : M : N. Mais on 
a aussi , par construction , M ’ = P et N ’ = Q ; donc 
P : Y : : P : Q ; donc Y =Q ; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P , et équivalente à la figure Q. 

PROBLEME XVII. 

Construire un rectangle équivalent à un fig- i5a 
quarré donné C , et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 

Sur AB, comme diamètre, décrivez une demi-cir- 
conférence, menez parallèlement au diamètre la ligne 
DE à une distance AD égale au côté du quarré donné C- 
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Du point E, où la parallèle coupe la circonférence, 
abaissez sur le diamètre la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB ; et leur rectangle 

* a3 AF x FB est égal au quarrd de EF *, ou au quant* 

- de AD ; donc ce rectangle est équivalent au quarré 

donné C. 

Scholie. Il faut, pour que le problème soit possible, 
que la distance AD n'excede pas le rayon, c'est-à-dire 
que le côté du quarré C n'excede pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBLÈME XVIII. 

fig 1 53. Construire un rectangle équivalent à un quarré 

C , et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB, comme diamètre, décri- 
vez une circonférence; à l'extrémité du diamètre, 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE ; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car i° la différence de ces côtés est égale au dia- 
mètre EF ou AB ; a° le rectangle DE X DF est égal 

* 3<v à AD * ; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 

donné C. 

PROBLÈME XIX. 

Trouver la commune mesure , s'il y eu a une, 
entre la diagonale et le côté du quarré. 
fig t 54. Soit ABCG un quarré quelconque , AC sa diagonale. 

Il faut d’abord porter CB sur CA autant de fois 
*pr <7> qu’il peut y être contenu *, et pour cela soit décrit 
' 2 du centre C et du rayon CB le demi-cercle DBE : on 
voit que CB est contenu un| fois dans AC avec le 
reste AD ; le résultat de la première opération est donc 
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le quotient i avec le reste AD , qu’il faut comparer 

avec BC ou son égale AB. ’ 

ün «eut prendre AF = AD, et. porter réellement 
AF sur AC; on trouverait qu’il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant, et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse, ce ne serait là qu’un moyen méca- 
nique imparfait, d’où l’on ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC, CB, ont entre elles ou 
n’ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très -simple d’éviter les ligues décroissantes, et do 
n’avoir à opérer que sur des lignes qui restent toujours 
de la même grandeur. 

En effet, l’angle ABC étant droit, AB est une tan- 
gente, et AE une sécante menée du même point, de 
sorte qu’on a * AD: AB:: AB: AE. Ainsi dans la se- 
conde opération , où il s’agit de comparer AD avec AB, 
on peut, au lieu du rapport de AD à AB, prendre 
celui de AB à AE : or AB ou son égale CD est conte- 
nue deux fois dans AE avec le reste AD ; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient a avec 
le reste AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération, qui consiste à comparer AD 
avec AB, se réduira de même à comparer AB ou son 
égale CD avec AE, et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

De là on voit que l’opération ne sera jamais termi- 
née, et qu'ainsi il n’y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré: vérité qui était déjà 
connue par l’arithmétique, (puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: 1/2:1)*, mais qui acquiert un * 
plus grand degré de clarté par la résolution géomé- 
trique. » . 

Sdiolie. Il n’est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré ; mais on peut en approcher tant 
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qu’on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La première opération a 
donné pour quotient i ; la seconde et toutes le* autres 
à l’infini donnent a : ainsi la fraction dont il s’agit 
est i , , 


Par exemple , si on calcule cette fraction jusqu’au 
quatrième terme inclusivement , on trouve que sa 
valeur est i tj ou ; de sorte que le rapport appro- 
ché de la diagonale au côté du quarré est :: 4i : 29. 
On trouverait un rapport plus approché en calculant 
un plus grand nombre de termes. 
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LES POLYGONES RÉGULIERS, 

ET LA MESURE DU CERCLE. 

DÉFINITION. 

Tj n polygone qui est à-la-fois équiangle et équilatéral , 
s’appelle polygone régulier. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équilatéral est celui de trois côtés ; 
et le quarré celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIERE. 

TIÉORÈHE. 

Deux polygones réguliers d’un même nombre 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient, par exemple, les deux hexagones réguliers fi s- ,ss 
ABCDEF , abedef ; la somme des angles est la môme 
dans l’une et dans l’autre figure ; elle est égale à huit 
angles droits *. L’angle A est la sixième partie de * ai > *• 
cette somme aussi bien que l'angle a ,- donc les deux 
angles s\. et a sont égaux ; il en est par conséquent de 
même des angles B et ô, des angles C et c, etc. 

De plus, puisque par la nature de ces polygones 

les côtés AB, BC, CD, etc. , sont égaux, ainsi que ab. 

Ht , cd , etc., il est clair qu’on a les proportions AB: 

ab : : BC : bc : : CD : cd , etc. ; donc les deux figures dont 

il s’agit ont les angles égaux et les côtés homologues 

proportionnels ; donc elles sont semblables *. * déf. ? 

liv. 3. 
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Corollaire. Les périmètres de deux polygones ré- 
guliers d’un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues , et leurs surfaces sont 
* 27, e. comme les quarrés de ces mêmes côtés *. 

Scholie. L’angle d’un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d’un 
polygone équiangle. V oyez la Propos. XXI, liv. I. 

t 

PROPOSITION IL * 

THÉORÈME. * 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans 
le cercle , et peut lui être circonscrit. 

Cg. > 56 . Soit ABCDE , etc. , le polygone dont il s’agit ; ima- 
ginez qu'on fasse passer une circonférence par les 
trois points A, B, C; soit 0 son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BC ; joignez 
AO et OD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun , l’angle OPC=;OPB, puisqu’ils sont droits; 
donc le côté PC s’appliquera sur son égal PB , et le 
point C’ tombera en B. De plus, par la nature du 
polygone , l’angle PCD — PBA ; donc CD prendra la 
direction BA , et , puisque CD=BA, le point D tom- 
bera en A , et les deux quadrilatères coïncideront en- 
tièrement l’un avec l’autre. La distance OD est donc 
égale à AQ , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A , B , C , passera aq§si par- 
le point D : mais , par un raisonnement semblable , 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B, C, D, passera par le sommet sui- 
vant E , et ainsi de suite ; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points A, B, C, passe par tous 
les sommets des angles du polygone , et le polygone 
est inscrit dans cette circonférence. 
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En second lieu, par rapport à celte circonférence, 

.tous les côtés AB, BC, CD, etc., sont des cordes égales ; 
elles sont donc également éloignées du centre * ; donc * 8 , a. 
si du point O , comme centre , et du rayon OP , on 
décrit une circonférence, cette circonférence tou- 
chera le côté BC et tous les autres côtés du polygone , 
chacun dans son milieu , et la circonférence sera in- 
scrite dans le polygone , ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. 

Scholie. I. Le point 0 , centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit, peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone, et par cette raison 
on appelle angle au centre l’angle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d’un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB, BC, etc., sont égales, 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux, 
et qu’ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d’un 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née , il ne s’agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés ; car, les arcs étant égaux , les cordes AB, BC, <»g- *$!• 
CD, etc., seront égales; les triangles ABO , BOC , 

COD, etc., seront égaux aussi, parce qu’ils sont équi- 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC , BCD, 

CDE, etc., seront égaux ; donc la ligure ABCDE, etc., 
sera un polygone régulier. 

* 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. • 

Inscrira un quarré dans une circonférence 
donnée. » 


Digitized by Google 


IIO GÉOMÉTRIE. 

lig. i5-- Tirez deux diamètres AC , BD , qui se coupent à 
angles droits ; joignez les extrémités A, B, C, D, et la. 
figure ABCD sera le quarré inscrit : car les angles 
AOB , BOC , etc. , étant égaux , les cordes AB , BC , etc., 
sont égales. 

Sckolie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscele, 

* 1 >> 3- on a * BC : BO : : l/ z : i ; donc le coté du quarré inscrit 
est au rayon comme la racine quarrée de a est à 
l'unité. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle 
équilatéral dans une circonférence donnée. 

%. «JS. Supposons le problème résolu , et soit AB un côté 
de l’hexagone inscrit ; si on mené les rayons AO, OB, 
je dis que triangle AOB sera équilntéral. 

Car l’angle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant l'angle droit pour unité, 
on aura AOB = i : les deux autres angles ABO, 
BAO , du même triangle valent ensemble a — -J- ou ÿ , 
et comme ils sont égaux , chacun d’eux = -f ; donc la 
triangle A PO est équilatéral ; donc le côté de l hcxa- 
gone inscrit est égal au rayon. 

Il suit dc-là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier dans une circonférence donnée, il faut porter le 
rayon six fois sur la circonférence, ce qui ramènera 
nu même point d’où on était parti. 

L’hexagone ABC DEF étant inscrit, si l’on joint les 
sommets des angles alternativement, on formera le 
triangle équilatéral ACE. 

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et 

même un losange , puisque AB = 15C = CO = AO ; 

» 

T >4. ^ donc * la somme des quarrés des diagonales AC -F 
BÔ , est égale à la somme des quarré» des côtés , 
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laquelle est 4 AB ou 4 BO ; retranchant de part et 

d’autre BO , il restera AC= 3 BO ; donc AC : BO :: 
3 : i , ou AC : BO :: V' 3 : i i donc le côté du triangle 
équilatéral inscrit est au rayon comme la racine 
quarrée de 3 est a l'unité. 

PROPOSITION V. 


PROBLEME. 


Inscrire dans un cercle donné un décagone 
régulier , ensuite un pentagone et un penté- 
décagone. 

Divisez le rayon OA en moyenne et extrême raison % 'îp 
au point M * , prenez la corde AB égale au plus grand u» 3. 
segment OM, et AB sera le côté du décagone régulier 
qu'il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB, on a par construction AO^ 

OM : :OM : AM ; ou, à cause de AB = OM , AO : AB 
; :AB: AM ; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun A compris entre côtés proportionnels ; 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- * î0 > î- 
cele ; donc le triangle AMB l’est aussi , et on a AB= 

BM : d'ailleurs AB=OM ; donc aussi MB — OM ; 
donc le triangle BMO est isoscele. 

L’angle AMB, extérieur au triangle isoscele BMO, 
est double de l’intérieur O * ; or l'angle AMB = MAB; * »o, t. 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base, OAB ou OBA, est double de l'angle au som- 
met O ; donc les trois angles du triangle valent cinq 
fois l’angle O , et ainsi l’angle O est la cinquième 
partie de deux angles droits, ou la dixième de qua- 
tre : donc l’arc AB est la dixième partie de la cir- 
conférence , et la corde AB est le côté du décagone 
régulier. • 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les angles 
du décagone régulier, on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire II. AB étant toujours le côté du déca- 
gone , soit AL le côté de l’Iiexagone ; alors l'arc BL 
sera, par rapport à la circonférence, -j — vrou^; donc 
la corde BL sera le côté du pen té-décagone ou poly- 
gone régulier de i 5 côtés. On voit en même -temps 
que l'arc CL est le tiers de CB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales, et qu’on tire les cordes des demi -arcs , 
cellfes-ei formeront un nouveau polygone régulier 
d’un nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
quarré peut servir à inscrire successivement les po- 
lygones réguliers de 8, 16, 3 a, etc., côtés. De même 
l’hexagone servira à inscrire les polygones réguliers 
de ia, a4, 4^, etc. , côtés; le décagone, des polygones 
de ao, 40, 8o, etc., côtés ; le pen té -décagone, des 
polygones de 3 o, 6o, iao, etc. , côtés (i). 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

«g. i&>. Étant donné le polygone régulier inscrit 
ABCD, etc., circonscrire à la même circonfé- 
rence un polygone semblable. 


(l) On a cru long-temps que ces polygones étaient les seuls 
qui pussent être inscrits par les procèdes de la géométrie clé- 
ment. ûrc, ou , ce qui retient au même , par U résolution des 
équations du premier et du second degré : mais M. Garnis a 
prouvé, dans un ouvrage intitulé Disquisitione s Jrithmcticir , Mp - 
iur , i8ot , qu’on peut inscrire par de semblables moyens le po- 
lygone régulier de dix-sept côtés , et en général celui de » n -+- t 
côtés, ponrvu que tt-f-t soit un uombic premier. \ 
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An point T, milieu de l’arc AB, menez la tangente 
GH , qui sera parallèle à AB *; faites la môme chose ' 10 ’ x 
au milieu de chacun des autres arcs BC , CD , etc. ; 
ces tangentes formeront par leurs intersections le po- 
lygone régulier circonscrit GHIK, etc. , semblable au 
polygone inscrit. 

Il est aisé de voir d’abord que les trois points O, 

B, H, sont en ligne droite, car les triangles rectan- 
gles OTH , OHN , ont l’hypoténuse commune OH , et 
le côté OT = ON; donc ils sont égaux*; donc* 1 *. 1 - 
l’angle TOH = HON’, et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B milieu de l’arc TN : par la meme 
raison le point I est sur le prolongement de OC, etc. 

Mais , puisque GH est parallèle à AB et HI à BC, 
l’angle GUI = ABC * ; de même HIK = BCD , etc. ; * « 

donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes parallèles, on a GH:AB:: OH:OB, et HI: 

BC :: OH :OB ; donc GH:HB:: HI:BC. Mais AB = 

BC; donc GH=HI. Par la même raison HI = IK ,etc. ; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux ; donc ce polygone est régulier et semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement , si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK , etc. , et qu’il fallût tracer 
par sou moyen le polygone inscrit ABC, etc., ou 
voit qu’il suffirait de mener aux sommets G , II , I , etc., 
du polygone donné les lignes OG, OH , etc. , qui ren- 
contreraient la circonférence aux points A, B, C, etc. ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB, 

BC , etc. , qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi , dans le même cas , joindre tout sim- 
plement les points de contact, T, N, P, etc., par les 
cordes Tft, NP, etc., ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II. Doilc on peut circonscrire à un 

Huit. êd. 8 
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cercle donné tous les polygones réguliers qu’on sait 

inscrire dans ce cercle, et réciproquement. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

L’aire d’un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 

ügi 160. Soit, par exemple, le polygone régulier GHIK, etc. ; 

le triangle GOH a pour mesure GH x jOT, le triangle 
OHI a pour mesure HIX7ON : mais ON=OTj 
donc les deux triangles réunis ont pour mesure 
(GH -+- HI) X7OT. En continuant ainsi pour les 
* autres triangles , on verra que la somme de tous les 
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la 
somme des bases GH, HI, IK, etc. , ou le périmètre 
du polygone, multiplié par 7OT, moitié du rayon du 
cerele inscrit. 

ScholU. Le rayon du cercle inscrit OT n’est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l’appelle quelquefois Y apothème du 
polygone. 

PROPOSITION VIII. 

* THÉORÈME. 

Les périmètres des polygones réguliers d’un 
même nombre de côtés sont comme les rayons 
des cercles circonscrits, et aussi comme les rayons 
des cercles inscrits ; leurs surfaces sont comme les 
quarrés de ces mêmes rayons. t 

fig. 161. Soit AB un côté de l’un des polygones dont il 
s’agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon 
du cercle circonscrit, etOD, perpendiculaire sur AB, 
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le rayon du cercle inscrit ; soit pareillement ah ie 
côté d'un autre polygone semblable, o son centre, 
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 

Les périmètres des deux polygones sont entre eux 
comme les côtés AB et ab; mais les angles A et « sont 
égaux comme étant chacun moitié de l’angle du po- 
lygone ; il en est de même des angles B et b; donc les 
triangles ABO , aho , sont semblables, ainsi que les 
triangles rectangles ADO, ado; donc AB:«ê::AO: 
ao: : DO : do ; donc les périmètres des polygones sont 
entre eux comme les .-ayons AO, ao, des cercles cir- 
conscrite , et aussi comme les rayons DO, do, des 
cercles inscrits. ’ 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarres des côtés homologues AB, ab; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarres des 
rayons des cercles circonscrits AO, ao, ou comme les 
quarres îles rayons des cercles inscrits OD, od. 

PROPOSITION IX. 

LEMME. l< * Titi» 

l'otite ligne courbe ou polygone qui enveloppe 
il une extrémité a l autre la ligne convexe AIVIB 
€St phs longue que la ligne enveloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous fig. ,6» 
entendons une ligne courbe ou polygone , ou en par- 
ue courbe et en partie polygone , telle qu’une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités, elle cesserait détre convexe, parce qu’il est aisé 
de voir qu une ligne droite pourrait la couper en plus 
île deux points. Les arcs de cercle sont essentielle- 
ment convexes ; mais la proposition dont il s’agit raain- 
>cnant s étend à une ligne quelconque qui remplit la 
condition exigée. 

8 . 
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Cela posé, si la ligne AM B n’est pas plus petite q ne 
toutes celles qui l’enveloppent, il existera parmi ces 
dernieres une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite que AM B, ou tout au plus 
égale à AMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante ; 
entre les deux lignes menez par- tout où vous voudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB 
ou du moins qui ne fasse que la toucher ; la .droite PQ 
est plus courte que PCDEQ ; donc , si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ , on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB. 
Mais , par hypothèse, celle-ci doit être la plus courte 
de toutes ; donc cette hypothèse ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 

que AMB. ’ ni "ù 

% '63. Scholie. On démontrera absolument de la même 
maniéré qu’une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB , est plus courte que toute ligne qui l’en- 
velopperait de toutes parts , soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points, 
soit quelle l’environne sans la toucher. 

PROPOSITION X. 

, ■ LKUME. 

Deux circonférences concentriques étant don- 
nées, on peut toujours inscrire dans la grande 
Un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pas la plus petite, et on peut aussi circonscrire à 
la plus petite un polygone régulier dont les côtés 
ne rencontrent pas la grande ; de sorte que dans 
l’un et dans l’autre cas les côtés du polygone dé- 
crit seront renfermés entre les deux circonférences . 
c s >64- Soient CA , CB, les rayons des deux circonférences 
données. Au point A menez la tangente DE termi- 
née à la grande circonférence en D et E : inscrivez 
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dans la grande circonférence l'un des polygones ré- 
guliers qu’on peut inscrire par les problèmes précé- 
dents , divisez ensuite les arcs sous-tendus par les 
côtés en deux parties égales , et menez les cordes des 
demi-arcs; vous aurez un polygone régulier d’un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs jusqu’à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DDE. Soit MBN cet arc (dont le milieu, est sup- 
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus 
éloignée du centre que DE , et*qu ainsi le polygone 
régulier dont MN" est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées, joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté d’un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande, 
dont le côté est MN*. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ , ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence , puisque CP est moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon- 
férence , et un polygone semblable circonscrit à la 
petite , lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

Sc/tolie. Si on a deux secteurs concentriques FCG » 
ICI1 , on pourra de même inscrire dans le plus grand 
une portion de polygone régulier, ou circonscrire au 
plus petit une portion- de polygone semblable , de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
l’arc FBG successivement en 2,4» 8 , 16 , etc. , parties 
égales , jusqu’à ce qu’on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier 1» 
figure terminée par une suite de corde s égales inscrites 


Il8 GEOMETRIE. 

dans l'arc FG dune extrémité à l'autre. Cette portion 
a les propriétés principales des polygones réguliers , 
elle a les angles égaux et les côtés égaux, elle est à-la- . 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle ; cepen- 
dant elle ne ferait partie d’un polygone régulier pro- 
prement dit, qu’autant que l’arc sous -tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquotc de la circon- 
férence. 

PROPOSITION XJ. - i 4» 1 


THEOREME. 


Les circonférences des cercles sont comme les 
rayons , et leurs surfaces comme les quarrés des 
rayons. 

■ iCi. Désignons , pour abréger , par cire. CA la circon- 
férence qui a pour rayon CA ; je dis qu'on aura cire. 
CA .cire. OB::CA:OB. 

Car , si cette proportion n’a pas lieu , CA sera à 
OB comme cire. CA est à un quatrième terme plus 
grand ou plus petit que cire. OB : supposons-le plus 
petit, et soit, s’il est possible, CA:OB :: cire. CA: 

. cire. OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 
un polygone régulier EFGK.LE, dont les côtés ne 
rencontrent point la circonférence dont OD est le 
* 10 . rayon*j inscrivez un polygone semblable MNPSTM 
dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Cela posé , puisque ces polygones sont semblables , 
leurs périmètres MNPSM , EFGKE sont entre eux 
** comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits*, 
et on aura MNPSM : EFGKE :: CA : OB; mais, 
par hypothèse, CA : OB :: cire. CA :circ. OD ; donc 
MNPSM : EFGKE .. cire. CA . cire. OD. Or , cette 
proportion est impossible , car le contour MNPSM 
*9 est moindre que cire. GA*, et au contraire EFGKE 
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est plus grand que cire. OD ; donc il est impossible 
que CA soit à OB comme cire. CA est à une circonfé- 
rence plus petite que cire. OB , ou , en termes plus 
généraux , il est impossible qu’un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence du premier rayon est 
à une circonférence plus petite que la circonférence 
du second rayon. 

De là je conclus qu’on ne peut avoir non plus, CA 
est à OB comme cire. CA est à une circonférence 
plus giande que cire. OB; car si cela était, on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à CA comme une 
circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA, 
ou, ce qui est la même chose, comme cire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. CA ; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence du 
premier rayon est à une circonférence plus petite que 
la circonférence du second rayon , ce qui a été démon- 
tré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion CA: 

OB : : cire. CA : X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cire. OB, il faut qu’il soit égal à cire. OB ; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. 

Un raisonnement et une constrüction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 

Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur cette 
proposition , qui d’ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. • 

Corollaire. Les arcs semblables AB, DE , sont 6g. rôti, 
comme leurs rayons AC, DO, et les secteurs sembla- 
bles ACB, DOE, sont comme les quarrés de ces mêmes 
rayons. 

Car , puisque les arcs sont semblables , l’angle C 
est égal à l'angle O * ; or l’angle C est à quatre angles • dcf. j. 
droits comme l’arc AJB est à la circonférence entière l,v J 
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* 17. ’ décrite du rayon AC *, et l'angle O est à quatre angles 
droits comme l’arc DE est à la circonférence décrite 
du rayon OD; donc les arcs AB ; DE, sont entre eux 
comme les circonférences dont ils font partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC, DO, donc 
arc AB : arc DE :: AC: DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE, sont 
comme les cercles entiers, ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons ; donc scct. ACB : sect. DOE : : 

ÂC:DO. 

PROPOSITION XII. 

TflÉO&KME. 

L’aire du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par la moitié du rayon. 

Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le 
rayon est CA; je dis qu’on aura suif. CA=|CAx 
cire. CA. • 

«67. Car si 7 CA x cire. CA n’est pas l’aire du cercle dont 
CA est le rayon , cette quantité sera la mesure d’un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d’abord 
qu’elle est la mesure d’un cercle plus grand , et soit , 
s’il est possible, 7 CA x cire. CA —surf. CB. 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG , etc. , dont les côtés ne ren- 
* 10. contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon * ; 

la surface de ce polygone sera égale à son contour 
*7. DEq-EF+FG-4-ete. , multiplié par 7 AC * : mais le 
contour du polygone est plus grand que la circon- 
férence inscrite , puisqu'il l'enveloppe de toutes parts ; 
donc la surface du polygone DEFG , etc. , est plus 
grande que 7 AC X cire. AC, qui est la mesure du cercle 
dont CB est le rayon ; donc le polygone serait plus 
grand que le cercle. Or au contraire il est plus petit , 
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puisqu’il y est contenu; donc il est impossible que 7 CA 
y. cire. CA soit plus grand que surf. CA, ou, en d au- 
tres termes , il est impossible que la circonférence 
d’un cercle multipliée par la moitié de son rayon soit 
la mesure d’un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d’un cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure, je supposerai qu'il s’agit du cercle 
dont CB est le rayon; il faut donc prouver que 7 CB 
• y cire. CB ne peut être la mesure d’un cercle plus 
petit , par exemple , du cercle dont le rayon est CA. 

En effet , soit , s’il est possible , 7 CB X cire. CB 
surf. CA. 

Ayant fait la meme construction que ci-dessus, la 
surface du polygone DEFG , etc. , aura pour mesure 
(DE-|- EF-f- FG -H etc. ) X7CA; mais le contour 
DE EF + FG 4- etc. , est moindre que cire. CB 
qui l’enveloppe de toutes parts ; dont' l’aire du poly- 
gone est moindre que 7 CA y. cire. CB, et à plus forte 
raison moindre que 7 CB X cire. CB. Cette dernière 
quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon ; donc le polygone serait moindre 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence dun cercle, multi- 
pliée par la moitié de son rayon , soit la mesure d’un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circoufércnce d’un cercle multipliée 
par la moitié de son rayon est la mesure* de ce même 
cercle. 

Corollaire I. La surface d’un secteur est égale à l are fig. 168. 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme 
l’arc AMB est à la circonférence entière ABD*, ou *17,2. 
comme AMB x 7 AC est à ABDX7AC. Mais le cercle 
entier = ABDX7AC ; donc le secteur ACB a pour 
mesure AMB x 7 AC. 
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Corollaire II. Appelons r la circonférence dont le 
diamètre est l’unité; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diamètres , on pourra 
faire cette proportion : le «liametre i est à sa circonfé- 
rence t. comme le diamètre aCA est à la circonfé- 
rence qui a pour rayon CA ; de sorte qu’on aura 
fig. « 65 . i : t :: 2 CA : cire. CA ; donc cire. CA=raw x CA. - 

. Multipliant de part et d’autre par 7 CA , on aura 

7 CÎA X cire. CA = itxCA, ou surf. CA = t:. CA; 
donc la surface d'un cercle est égale au produit du 
quarré de son rayon multiplié par le nombre constant 
-, qui représente la circonférence dont le diamètre 
est 1 , ou le rapport de la circonférence au diamètre. 

Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à « x OU ; or it x CA : it x OB 

CA:OB; donc les su faces des cercles sont entre elles 
comme Us quarrés de leurs rayons , ce qui s’accorde 
avec le théorème précédent. 

Scholie. Nous avons déjà dit que le problème de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu; or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon , 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
* j>r. s, moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions* : 
1T 3 ‘ ainsi le problème de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connaît le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu’à présent on n’a pu déterminer ce rapport 
que d’une manière approchée ; mais l’approximation 
a été poussée si loin , que la connaissance du rapport 
exact n’aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question, qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d’approxi- 
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maliou étaient moins connues , est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses ilont il n est permis 
de s'occuper qu’à ceux qui ont à peine les premières 
notions de géométrie. 

Archimcde a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3 -^j et 3 77; 
ainsi 3 ÿ ou ^ est une valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par «, et cette 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Mctius a trouvé pour le même nombre 
la valeur beaucoup plus approchée f|{. Enfin la va- , 
leur de ~ , développée jusqua un certain ordre de 
décimales , a été trouvée par d’autres calculateurs 
3 ,i 4 i 59 a 65358 q 7932 , etc., et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu’à la cent vingt-septierae 
ou même jusqu'à la cent cinquantième. 11 est évident 
qu’une telle approximation équivaut à la vérité , et 
qu’on ne counait pas mieux les racines des puissances 
imparfuites. 

On expliquera, dans les problèmes suivants, deux 
*les méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

n ~ ” ' r-'--- ç 

PROBLÈME. " ' *’ 

Étant données les surfaces d'un polygone ré- 
gulier inscrit et d'un polygone semblable cir- 
conscrit , trouver les surfaces des polygones ré- 
guliers inscrit et circonscrit d’un nombre de côtés 
double. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit, EF fig. 169. 
parallèle à AB , celui du polygone semblable circon- 
scrit , C le centre du cercle ; si on tire la corde AM et 
les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le côté du , 
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polygone inscrit d'un nombre de côtés double, et 
PQ double de PM sera. celui du polygone semblable 
6 circonscrit*. Cela posé, comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles égaux à ACM , il 
suflit de considérer l'angle ACM seul , et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont Ail est un côté, B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit, A' la surface du polygone dont 
AM est un côté, B' la surface du polygone semblable 
. circonscrit; A et B sont connus, il s’agit de trouver 
A' et B'. 

i° Les triangles ACD , ACM , dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases 
CD, CM ; d’ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones A et A' dont ils font partie; donc A:A'::t 
CD:CM. Les triangles CAM, CME, dont le sommet- 
commun est M , sont entre eux comme leurs bases 
CA, CE; ces mêmes triangles sont comme les poly- 
gones A' et B dont ils font partie ; donc A' : B : : C A : CE. 
Mais à cause des parallèles AD, ME, on a CD:CM::> 
CA: CE; donc A:A'::A':B; donc le polygone A' , 
l’un de ceux que l’on cherche, est moyen propor- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B, et on 
a par conséquent A'=l/AxB. 

a" A cause de la hauteur commune CM , le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE ; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
3- l’angle MCE, on a* PM: PE :: CM:CE :: CD : CA 
A:A'; donc CPM:CPE :: A: A', et par suite, CPM: 
CPM -1- CPE, ou CME :: A : A-p A'. Mais CMPA 
ou a CMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie; donc B':B:: 
aA: A-fA'. On a déjà déterminé A'; cette nou- 
velle proportion déterminera B', et on aura B'= 
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y ; donc , au moyen des polygones A et B , il est 

facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtes. 


PROPOSITION XIV. 


PROBLÈME. 


Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diamètre. 

Soit le rayon du cercle = i , le côté du quarré 
inscrit sera l/a * , celui du quarré circonscrit est * J - 
égal au diamètre a ; donc la surface du quarré ins- 
crit = 2, et celle du quarré circonscrit = 4 - Mainte- 
nant, si on fait A=a et B = 4 i on trouvera par le 
problème précédent l'octogone inscrit A'=\/ 8 = 

2,8284271, et l’octogone circonscrit B'=:— 

3 , 3 l 37 o 85 . Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d’un nombre de côtés double; il faudra de 
nouveau supposer A=a, 8284271, B= 3 , 3 i 37 o 85 , et 

on aura A'=l/A X B= 3 , 0614674 1 et B'=r^-^ 

• A-f-A 

î=j 3 , 1825979. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à connaître ceux de 3 a, et on continuera ainsi 
jusqu’à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et • circonscrit , au moins 
dans l’ordre de décimales auquel on s est arrêté, qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point , 
en conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le 'polygone circon Jcrit ; donc si 
ceux-ci ne different point entre eux jusqu’à un certain 
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ordre «le décimales , le cercle n'en différera pas non 
plus jusqu'au même ordre. 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu’à 
ce qu’ils ne different plus dans le septième ordre de 
décimales. 


Jf ombre des côté* 

Polvgone inscrit. 

Polygone circonscrit. 

4 

2,0000000 • . . 

. . 4,0000000 

8 

2,8284271 ..; 

. . 3,3 «37085 

16 

3 ,o 6 l 4674 • • • 

.. 3,1825979 

3 a 

3 , i 2 i 445 i ... 

.. 3,1517249 - . 

64 

3 , i 365485 ... 

.. 3 ,i 44 h 84 

128 

3 ,i 4 o 33 i 1 ... 

. . 3,1422236 

2 56 

3,141277a ... 

. . 3,1417004 

5 1 2 

3 ,i 4 i 5 i 38 ... 

. . 3 ,i 4 i 632 i 

1024 

3,1415729 ... 

.. 3 , 1416025 

W 

O 

00 

3,1410877 ... 

. . 3 ,i 4 i 595 i 

4096 ...... 

3 ,i 4 1 ^ 9*4 ••• 

. 3,1410933 

8192 

3 ,i 4 i 5923 ... 

.. 3,1415928 

i 6384 

3,14*592.5 ... 

.. 3,1415927 - 

32768 ...... 

3,1415926 ... 

.. 3,1410926 


De là je conclus que la surface du cercle =3 
3 ,i 4 iü 9 a 6 . On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui viennent des 
parties négligées ; mais le calcul a été fait avec uhe 
décimale de plus, pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la demiere décimale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon , le rayon étant 
1, la demi-circonférence est 3 , 1415926; ou bien le 
diamètre étant 1 , la circonférence est 3 , 1415926; 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé- 
signé ci-dessus par *=3,1415926. 
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PROPOSITION XV. 

LIM1I. 

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscele DCE, Gg- 170- 
qui a le même angle C , et dont le cdté CE ou CD est moyen 
proportionnel entre CA et CB. De plus , si l'angle CAB est 
droit, la perpendiculaire CF abaissée sur la base du trian- 
gle isoscele , sera moyenne proportionnelle entre le côté CA 
et ta demi-somme des côtés CA , CB. 

Car, 1* à came de l’angle commun C, le triangle ABC est 
au triangle isoscele DCE comme AC X CB est à DC X CE , ou 

DC*; donc ces triangles seront équivalents, si DC = AC**G 3. 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. 

* 

a" La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
l’angle ACB, on a' AG:GB:: AC:CB, d’où résulte, compo- * 17, 3. 
nendo , AGlAG-f-GB ou AB I! AC: AC-f-CB ; mais AG 
est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
aCDF ; d’ailleurs , si l’angle A est droit , les triangles rectan- 
gles ACG, CDF, sont semblables, et donnent ACG:CDF::j 

1 1 • 

AC : CF , donc , 

ÂC: a CF:: AC: AC -H CB. 

Multipliant le second rapport par AC, les antécédents de- 
viendront égaux, et on aura par conséquent aCF = ACX 
i' AC+CB), ou CF=ACx( A ^^— 

A est droit, la perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
tionnelle entre le côté AC et la demi -somme des côtés 
AC, CB. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 

Trouver un cercle qui différé aussi peu qu’on voudra d’un 
polygone régulier donné. 

Soit proposé , par exemple , le quarré BM>'P ; abaissez du fig. 171. 


^ ; donc 2° si l’angle 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côté MB , et joignez 
CB. 


Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même 
quarréj le premier sera plus petit que le quarré, le second 
sera plus grand ; mais il s’agit de resserrer ces limites. 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB, et joignez ED; le triangle isoscele 
* ,5 ' CDE sera équivalent au triangle CAB*; faites de même pour 
chacun des huit triangles qui composent le quarré, vous 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarré 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen propor- 
CA+CB 

tionnel entre CA et , sera inscrit dans l octogone , et 

le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré douné et le second 
plus grand. 

Si on change de la môme maniéré le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscele équivalent , on formera par ce 
moyen un polygone régulier de seize côtés , équivalent au 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plus 
petit que le quarré, et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
diffère aussi peu qu’on voudra de l’égalité. Alors l’un et 
l'autre cercles pourront être regardés comme équivalents au 
quarré proposé. 

Scholie. Voici à quoi se réduit la recherche des rayon» 
successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans l’un des 
polygones trouvés , b le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone; soient a' et b' les rayons semblables pour le po- 
lygone suivaut qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré , b' est une moyenne proportion- 
nelle entre a et b , et a' est une moyenne proportionnelle 

entre a et~^ ; de sorte qu’on aura = et a'= 


\/ a X — — ; donc les rayons a et b d’un polygone étant 
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connu?, on en conclut facilement les rayons a' et b' du pq- 
lygone suivant : et on continuera ainsi jusqu’à ce que la 
différence entre les deux rayons soit devenue insensible ; 
alors l’un ou l’autre de ces rayons sera le rayon du cercle 
équivalent au quarré ou au polygone proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
elle se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc- 
cessives entre des lignes connues ; mais elle réussit encore 
mieux en nombres , et c’est une des plus commodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp- 
tement le rapport approché de la circonférence au diamètre. 

Soit le côté du quarré = 1 , le premier rayon inscrit CA sera 
et le premier rayon circonscrit CB sera \/% ou 1,41421 36 . 
Faisant donc a = i, 6=1,4141.36, on trouvera b' = 
1,1891071, et a'— 1,0986841. Ces nombres serviront à 
calculer les suivants d après la loi de continuation. x 

Voici le résultat du calcul fait jusqu’à sept ou huit chiffres 
par les tables de logarithmes ordinaires. 


Rayon* de* cercle* circonscrits* 

1 , 414*136 

Rayons des cercle* inscrits 


1,1891071 



i,r 43 o 5 oo 

1,1 110863. 




H 4; 

1, n 86 o 63 ‘-'V . .' 

7 0 

1,1181657. 


Maintenant que la première moitié des chiffres est la 
même des deux côtés , on pourra , au lieu des moyens géo- 
métriques , prendre les moyens arithmétiques , qui n’en dif- 
ferent que dans les décimales ultérieures. De cette maniéré 
l’opération s'abrege beaucoup, et les résultats sont : 


1 , ia8436o ....S •.. r,ia835o8. 

.1,1183934 ,,,,83731. . 

,,1183827 •••••••• ,,,283774. 

1.. 2 « 38 oi x, ,28378^. V 

i ’ ,2 ®*794 1,118379,. 

1. . 183791 ... 1,1183791. 

Huit ea. n 
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Donc i, 118379a est à très -peu près le rayon du cercle 
égal en surface au quarré dont le côté est a. De là il est fa- 
cile de trouver le rapport de la circonférence au diamètre : 
car on a démontré que la surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon multiplié par le nombre w ; donc , si 
on divise la surface 4 par le qunrrc de 1,138379a , on aura 
la valeur de*, qui se trouve par ce calcul de 3,i4t!>9aG, etc., 
comme on l'a trouvée par une autre méthode. 


APPENDICE AU LIVRE IV. 

DÉFINITIONS. 

I. On Appelle maximum la quantité la plus grande 'entre 
toutes celles de ht même espece; minimum la plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toute» 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et 
la perpendiculaire est un minimum entre toutes les droites 
menées d’un point donné à une ligne donnée. 

II. On appelle figures isopérimetres celles qui ont des pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIERE. 

* • ’ ’ ' . • 

. THÉOBÊME. * 

Entre tous les triangles de meme base et de même péri 
métré , le triangle maximum est celui datif lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux. 

<g. 17a. Soit AC — - CB , et AM + MB = AC -f- ÇB ; je dis que le. 
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMU 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C, comme centre, et du rayon CA= CB, déc- 
ernez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D ; 
joignez D 3 ; et l’angle DBA, inscrit dans le demi -cercle, 
*« 5 , a. sera un angle droit*. Prolongez la perpendiculaire DB vers 
N , faites MN MB , et joignez AN. Enfin des points M et C 
abaissez MP et CG, perpendiculaires surDN. Puisque CP. = 


t 


^ -m I ' IVRE IV. ,3 X 

CD et MN =z MB , on a AC 4- CB = AD , et AM + MB— 

AM + MN. Mais AC tF CB = AM -+- MB ; donc AD= AM+ 

MN ; donc AD > AN : or si 1 oblique AD est plus grande que 
l'oblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpendicu- 
laire AB ; donc DB > BN ; donc BG , qui est moitié de BD * , * n , j 
sera plus grande que BP moitié de BN. Mais les triangles 
ABC , ABM , qui ont même base AB , sont entre eux comme . 
leurs hauteurs BG, BP; donc, puisqu'on a BG > BP, le tri- 
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
de même base et de même périmètre. 

* 

PROPOSITION II. 

théorème. 

En,re ,ous les polygones uopénmetrcs et d'un meme 
nombre de côtés , celui qui est un maximum a ses côtés 
rgauûn. 

Car soit ABCDEF le polygone maximum j si le cAlé BC 6g 17$. 
n est pas égal a (. 1 ) , faites sur la base BD un triangle isos- 
cele BOD qni soit iso]>crimeti-e à BCD, le triangle BOD sera 
plus grand que BCD * , et par conséquent le polygone » pr , 
ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
ne serait pas le maximum entre tous ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de càtés , ce qui est contre la 
supposition. On doit donc avoir BC = CD : on aura par la 
même raison CD = DE, DE= EF, etc’. ; donc tous les cité» 
du polygone maximum sont égaux entre eux. - 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Dr tous les triangles formés avec deux côtés donnés fai- 
sant entre eux un angle à volonté , le maximum est celui 
dans lequel les deux côtés donnés font un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont lecûté AB fig t -i 
commun , et le fôté AC = AD; si l’angle BAC est droit, je 
'lis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD, 
dans lequel l’angle en A est aigu ou obtus. 

. 9 - 
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PROPOSITIOH Y. ... „ 


théorème. 

Il n'y a qu'une maniéré de former le polygone ABCDEF, 
avec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia- 
mètre de la demir circonférence dans laquelle les autres cuit .< 
sont inscrits. 

Car, supposons qu’on a trouvé un cercle qui satisfasse i »;• i-î. 
la question; si on prend un cercle plus grand , les cordes 
AB, BC, CD, etc., répondront à des angles au centre plus 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits , et ainsi les extrémités des côtés 
donnés n’aboutiront plus aux extrémités d’un diainetrr. 
L’inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit ; donc le polygone dont il s’agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholie. On peut changer à volonté l’ordre des côtés AB, 

BC, CD , etc. , et le diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surfSce du polygone; car, quel 
que soit l’ordre des arcs AB, BC, etc!, il suffit que leur 
somme fasse la demi-circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu’il sera égal au demi- 
cercle moins les segments AB, BC, étcï, dont la somme 
est toujours la même. 


PROPOSITION VI. 




THÉORÈME. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés , le 
maximum est celui qu’on peut inscrire dfius un cercle. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit, et abedefg le non- 
inscriptible formé avec des côtés égaux , en sorte qu’on ait 
A B = ab, BC z=.bc , etc.; je dis que le polygone inscrit est 
plus grand que l’autre. 

Tirez les diamètres EM ; joignez AM , MB ; sur ab — Ail 
faites le triangle abm égal à ABM, et joignez cm. 

En vertu de la proposition IV, le polygone EFC.AM est 
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plus grand que efgam , à moins (Jue celui-ci ne puisse Otie 
pareillement inscrit dans une demi - circonférence dont le 
côté ent serait le diamètre , auquel cas les deux polygones 
seraient égaux en vertu de la proposition V. Par la même 
raison le polygone EDCBM est plus grand que edebm , sauf 
la même exception où il y aurait égalité. Donc le polygone 
entier EFGAMBCDE est plus grand que efgambcdè, à moins 
qu’ils ne soient entièrement égaux : mais ift ne le sont pas, 
puisque l'un est inscrit dans le cercle , et que l’autre est 
supposé non - inscriptible ; donc le polygone inscrit est le 
plus grand. Retranchant de part et d’autre les triangles 
égaux ABM , abm , il restera le polygone inscrit ABCDEFG 
plus grand que le non-inscriplible abedefg. 

Sc halte. On démontrera, comme dans la proposition V, 
qu’il ne peut y avoir qu'un seul cercle, et par conséquent 
qu’un seul polygone ma jr un uni qui satisfasse à la question ; 
et ce polygone serait encore de mèiile surface , de quelque 
maniéré qu'on changeât l’ordre de ses côtés. 

PROPOSITION VII. 


théorème. 




* 'V. 


Le polygone régulier est un maximum entre tous les poly 
gones isoperimetres et d'un même nombre de côtés. 

Car, suivant le théorème II , le polygone maximum a tous 
ses côtés égaux; et, suivant le théorème précédent , il est iu- 
scriptible dans le cercle ; donc ce polygone est régulier. 


PROPOSITION VIII. 


IIOI. 


1 


Deux angles au centre , mesurés dans deux cercles diffé- 
rents , sont entre eux comme les arcs compris divisés par 
lèttrt rayons.'’ ' " > 

AB 

lig. 17S. Ainsi l’angle C est à l’angle O comme le rapport — est 

AL 


au rapport - 


DE 


•J » 


1 • ►! t • j | • :s -t • • ; | 

jjçy' • • . .s •* 

D’un rayon OF égal à AC décri m l’arc FG compris entre 
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(«s côté» OU, OE , prolongé» ; à cause de» rayons égaux AC , 

Ali SG . . 

OF, on aura d'abord C:0::AB:FG*, ou:: ~ . Mai» >7. 

AL. IJ L w- 

à cause de» aro» semblables FG, DE, on a * FG:IMi::FO: *»j. 
FG , DE 

DO; donc le rapport est égal au rapport et ona 

* AB DE 

. par conséquent C:0 m 

PROPOSITION IX. 


THEOHEME. 

De fieux polygones réguliers isopérimetres , celui qui a le 
plus grand nombre de cités est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté de l’un de» polygone» , O «on centre, fig. 175. 
OE son apothème ; soit AB le demi-côté de l’autre polygone, 

C son centre, CB 9on apothème. On suppose les centres O 
et C situés à une distance quelconque OC , et les apothèmes 
OE, CB, dans la direction OC : ainsi UOE et ACB seront 
les demi-angles au centre des polygones , et comme ces an- 
gles ne sont pas égaux, les lignes ÇA, OD, prolongées se 
rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur OC 
la perpendiculaire FG ; des points O et C , comme ceutres , 
décrivez les arcs Gl, GH, terminés aux côtés OF, CF. 

G{ GH 

Cela posé, on aura par le lemme précédent 0:C ; 

OG CG , ■ 

mais DE est au périmètre du premier polygone comme 
l'angle O est à quatre angles droits, et AB est au périmètre 
du second comme l’angle C est à quatre angles droits ; donc, 
puisque le» périmètres des polygones sont égaux , DE : AB 
Gl GH 

0:C, ou DE: AB ::- — ; — — . Multipliant les antécédents 
OG CG 

par OG et les conséquents par CG, on aura UE X OG : ABx 
CG :: Gl : GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG, 
donnent OE : OG :: DE • FG , d’où résulte DExOG := OE 
X FG ; on aura de mémo AI1 X CG =: CB X FG ; doitc OF. X 
FG : CB X F© :: Gl : GH , ou OE : CB :: Gl : GH. Si donc 
on fait voir que l’arc Gl est plus grand que l'arc GH , il 
s’ensuivra que l'apothème OE est plus grand que CB. 


\ 


N 
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De l'autre côté de CF soit faite la figure CK.r entièrement 
égale a la figure CG.*, de sorte qu’on ait CK=rCG, l'angle 
HCKxrHCG, et l’arc Kjr = .rG; la courbe Kj-G envelop- 
• 9 . pera l'arc CHG , et sera plus grande que cet arc *. Donc Gj-, 
moitié de la courbe, est plus grande que CH moitié de l'arc; 
donc, à plus forte raison , GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l’apothéme OE est plus grand que CB : 
mais les deux polygones ayant même périmètre sont entre 
* 7. eux comme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 
demi-côté DE est plus grand que celui qui a pour demi-côté 
AB : le premier a le plus de côtés , pnisqne son angle au 
centre est le plus petit; donc de deux polygones réguliers iso- 
périmetres, celui qui a le plus de côtés est le plus grand. 

«£r .«timfMq te 

PROPOSITION X. i 

• . . . -i" 

THÉORÈME. 

.* J ' •- •— ..7» -• i . - | -1 « - 

Le cercle est plus grand que tout polygone isopérimetre. 
îg- 180. Il est déjà prouvé que de tous les polygones isopérimetres 
et d’nn même nombre de côtés le polygone régulier est le 
plus grand ; ainsi il ne s’agit plus que de comparer le cercle 
à un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AI le 
demi-côté de ce polygone, C son centre. Soit dans le cercle 
isopérimetre l’angle DOE = ACI , et conséquemment l’arc 
DE égal au demi -côté AI. Le polygone P est an cercle C 
comme le triangle ACI est au secteur ODE ; ainsi on aura 
P: C:: yAI X CI:j DExOE:: CI:OF„ Soit menée au point 
E la tangente EG qui rencontre OD prolongé eu G ; les tri» 
angles semblables ACI,GOE, donneront la proportion CI:, 
OE :: Al ou DE: GE; donc P:C :: DF.: GE, ou comme DEx 
ÿOE qui est la mesure du secteur DOK est à GEX7OE qui 
est la mesure dn triangle GOE : or le secteur est plus petit 
que le triangle; donc P est plus petit que C , donc le cercle 
est plus grand que tout polygone isopérimetre. 

• é J a *. 

j •* *•".*:» 1 5 ***4 4 »i * • • • • ••• t « » 

■* *•*! j ' : C *• *1 t f p - i* » •«« ir •• •€*'•&• 

* 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 


DEFINITIONS. 


I.Une ligne droite est perpendiculaire à un plan. , 
lorsqu’elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan Réciproquement ’ pr. 4 
le plan est perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. 

II. Une ligne' est parallèle a un plan, lorsqu’elle 

ne peut le rencontrer à quelque distance qu’on les 
prolonge l’un et l'autre. Réciproquement le plan est 
parallèle à la ligne. ' . 

III. Deux plans sont parallèles entre eux , lorsqu’ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu’on les 
prolonge l'an et l'autre. 

LV. il sera démontré * que l'intersection commune * pr. ï. 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 
cela posé , l'angle ou l'inclinaison mutuelle de deux 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
peuvent être écartés l’un de l’autre ; cette quantité se 
mesure * par l’angle que font entre elles les deux per- * pr 1-. 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
même point de l’intersection commune.. 

Cet angle peut être aigu, droit, ou obtus. 

V. S’il est droit, les deux plans sont perpendicu- 
laires entre eux. 

VI. Angle solide est l’espace angulaire compris 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un même 
point. 
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*g ’99 Ainsi l’angle solide S est formé par la réunion des 
plans ASB, BSC, CSB, DSA. * 

Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide. 

PROPOSITION PREMIERE. 

TSâoaÈJiS. 

Une ligne droite ne peut être en partie dans 
un plan , en partie au dehors. 

Car , suivant la définition du plan , dès qu'une 
ligne droite a deux points communs avec un plan , 
elle est toute entière dans ce plan. 

Scholic. Pour reconnaître si une surface est plane, 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur cette surface, et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. ‘ * * ' . ’ 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

• • ». • • W 

Deux lignes droites qui se caupentrsont dans 
un même plan , et en déterminent la position. 

Sg. i8«. Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent 
en A : on peut concevoir un plan oii se trouve la 
ligne droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB , jusqu’à cé qu’il passe par le point C, 
alors la ligne AC , qui a deux de ses points A et C dans 
ce plan, y sera toute entière, donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer- 
mer les deux droites AB , AC. 

Corollaire T. Donc un triangle ABC, ou trois points 
A, B, C, non en ligne droite, déterminent la position 
d’un plan. 

fig iSa. Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB, CD, 
déterminent la position d’un plan ; car si on mene la 
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decante EF, le plan des deux droites AE, EF, sera * 
celui des parallèles AB, CD. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

»... ' r i 4 * ‘ ' 

Si deux plans se coupent, leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s'agit, passant chacun par ces 
trois points , ne feraient qu'un seul et même plan *, * * 
ce qui est contre lu supposition. 

PROPOSITION IV. 

i\(MI *' "* * - M . « « /• . • i *7 ■ ' . ' ^ 

THEOREME. 

Si une ligne droite AP est perpendiculaire à > 83 
deux autres PB , PC, qui se croisent à son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
une droite quelconque PQ menée par son pied 
dans le même plan , et ainsi elle sera perpendi- 
culaire au plan MN. 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ , tirez la 
droite BC dans l’angle BPC, de maniéré que BQ = 

QC * , joignez AB, AQ, AC. 'P ro j > A 

La base RC étant divisée en deux parties égales au 
point Q, le triangle B PG donnera *, ‘É 1 > • si*g * >4. 3- 

PC+PB = 2 PQ + 2QC.' 

Le triangle BAC donnera pareillement , 

AC + ÂB = aÂQ V aQC.‘ 

Retranchant la première égalité de la seconde, et 
observant que les triangles APC , APB , tous deux 

rectangles en P, donnent AC — PC — AP, et AB— • 
PB=AP; on aura, sj&i' 

ü>'+ Ap'^ 2 A(»~2Pf^^^: 
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Donc, en prenant les moitiés de part et d'autre, 

on a AP=AQ — PQ, ou AQ=AP+l*y , donc le 
3 triangle APQ est rectangle en P‘; donc AP est per- 
pendiculaire a PQ. 

Scholie. On voit par là , non seulement qu’il est pos- 
sible qu’une ligne droite soit perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per- 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan; c'est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire II. Par un point P donné sur un plan , 
on ne peut élever qu’unu seule perpendiculaire à ce 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P, conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires, un plan dont l’intersection avec le 
plan MN soit PQ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ, 
au meme point et dans le même plan , ce qui est im- 
possible. , *4» 

11 est pareillement impossible d’abaisser d’un point 
donné hors d'un plan deux perpemüculaires à ce 
plan ; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires , 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ, 
AQP, ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

• -r • # * 

THfiOESVE. 

Les obliques également éloignées de la per- 
pendiculaire sont égales ; et , de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire -, 
celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue . 



\ 
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Car les angles APB, APC, APD étant droits, si on Kg >84. 
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles, 
les triangles APB, APC, APD, auront un angle égal 
* compris entre côtés égaux; donc ils seront égaux; 
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AC , AD, 
seront égales entre elles. Pareillement , si la distance 
PE est plus grande que PD ou son égale PB , il est clair 
que l'oblique AE sera plus grande que AB , ou son 
-égale AD. , *' ' 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, 

AD , etc. , aboutissent à la circonférence BCD , dé- 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre; 
donc étant donné un point A hors d'un plan, si on 
veut trouver sur ce plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de A , il faut marquer sur ce 
plan trois points B, C, D, également éloignés du point 
A, et chercher ensuite le centre du cercle qui passe 
par ces points ; ce centre sera le point cherché P. 

Scholie. L’angle ABP est ce qu’on appelle X incli- 
naison de l’oblique AB sur le plan MN ; on voit que 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, 

AC , AD , etc. , qui s’écartent également de la perpen- 
diculaire ; car tous les triangles ABP, APC, ADP, etc., 
sont égaux entre eux. • 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

• 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et a s ig> 
BC une ligne située dans ce plan ; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi- * 
culaire sur BC , et qu'on joigne AD,ye disque 
AD sera perpendiculaire à BC. 

Prenez DB=DC, et joignez PB, PC , AB ,'AC* 
puisque DB = Dû , l’oblique PB = PC ; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP. puisque PB = PC, 
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Foldique AB==AC*j donc la ligne AD a deux de ses 
points A et D également distants des extrémités B et 
C ; donc AF) est perpendiculaire sur le milieu de 11C. 

Corollaire. On voit en même temps que BC est per- 
pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi-*’ 
cülaire à-la-foisiaux deux droites AD, PD. 

Scfio/ic. Les deux lignes AE,BC, offrent l’exemple 
de deux lignes qui ne se rencontrent point , parce que 
elles ne sont pas situées dans un même plan. La plus 
courte distance de ce s lignes est la droite PD , qui est 
à-la-fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne * 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux 
lignes ; car si on joint deux autres points , comme A 
et B , on aura A'B > AD , AD > PD; donc , à plus forte 
raison , AB > PD. 

Les deux lignes AE, CB, quoique non situées dans 
un même plan , sont censées faire entre elles un angle 
droit, parce que AD et la parallèle menée par un de 
ses points à la ligne BC feraient entre elles un angle 
droit. De même la ligne AB et la ligne PD, qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan , sont censées faire entre elles le même 
angle que ferait avec AB la parallèle à PD menée par 
un des points de- AB/ • • mmms 

PROPOSITION VII. 

« • 

THEOREME. 

; -Vtin wt'-( .«*■» • \ - 1 ■'.! ' .•»••• 

Si la ligne AP est perpendiculaire au plan 
MN , toute lignelW. parallèle à AV sera perpen- 
diculaire au même plan. 

Suivant les parallèles AP , DE , conduisez un plan 
dont l'intersection arec le plan MN sera PD; dans le 
plan MN mettez BC perpendiculaire à PD , et joi- 
oez AD 


LIVRE V. l4 J 

Suivant le corollaire du théorème précédent, BÇ 
est perpendiculaire au plan APDE; donc l’angle BDE 
est droit : mais l'angle EDP est droit aussi, puisque 
AP est perpendiculaire à PD, et que DE est parallèle 
à AP ; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux 
droites DP, DB; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, 

DE sont perpendiculaires au même plan MN , elles 
seront parallèles; car si elles ne l'étaient pas, condui- 
sez par le point D une parallèle à AP, cette parallèle 
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait, 
par un même point D , élever deux perpendiculaires 
à un même plan , ce qui est impossible*. *4- 

Corollaire II. Deux lignes A et B, parallèles à une 
troisième C, sont parallèles entre elles; car imaginez . _ 
un plan perpendiculaire à la ligne C, les lignes A et B, 
parallèles à cette perpendiculaire, seront perpendicu- 
laires au même plan ;. donc , par le corollaire précé- 
dent, elles seront parallèles entre elles. 

11 est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le même plan , sans quoi la proposition serait déjà 
connue *. r-r J * »6,i. 

PROPOSITION V I IJ. 

THÉORÈME. 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD £g- >*7 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. ^ 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD, ren- 
contrait le plan MN , ce ne pourrait être qu’en quelque 
point de la ligne CD, intersection commune des deuxV 
plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisqu'elle lui 
est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non plus 
le plan MN ; donc elle est parallèle à ce plan *. . • dkf ». 


■V-.* 
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PROPOSITION IX. 
théobème. 

fig. 1*8. Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 1 
même droite AB, sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part, soit O un 
de leurs points communs, et joignez OA, OB ; la ligne 
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; par 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc 
OA et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du 
même point O sur la même ligne droite, ce qui est . 
s impossible; donc les plans MN , PQ, ne peuvent se 
rencontrer ; donc ils sont parallèles. 

PROPOSITION X. 

TRÉOtîlE. 

« 

fig. 189. Les intersections EF, GII , de deux plans pa- 
rallèles MN,'PQ, par un troisième plan FG, 
sont parallèles. - * 

Car si les lignes EF, GH , situées dans un même . 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées elles se ren- 
contreront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels 
elles sont, se rencontreraient aussi; donc ils ne se- 
raient pas parallèles. f . 

PROPOSITION XI. 

THi.O&ÉMS. 

c g. . 3 *. La ligne AB , perpendiculaire au plan MN , 

est perpendiculaire au plan PQ parallèle à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ, 
suivant AB et BC, conduisez un plan ABC dont 

I • ** 

# * 

ê 
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l’intersection avec le plan MN soit AD , l'intersection 
AD sera parallèle à BC* : niais la ligne AB perpendi- * *«• 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD ; donc elle sera aussi perpendiculaire à sa paral- 
lèle BC ; et puisque la ligne AB est perpendiculaire à 
toute ligne BC menée par son pied dans le plan PQ, 
il s'ensuit qu’elle est perpendiculaire au plan PQ. 


PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 






Les parallèles EG , Fil , comprises entre deux É s >*9- 
plans parallèles MN, PQ, sont égales. • 

Par les parallèles EG ,1 Fil , laites passer le plan 
EGHF,qui rencontrera les plans parallèles suivant 
EF et G 1 I. Le* intersections EF, GH , sont parallèles 
entre elles, ainsi que EG , FH ; donc la ligure EGHF 
est un parallélogramme ; donc EG — FH. 

Corollaire ._ IL suit de là que deux plans parallèles 
sont par- tout à égale distance ; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans AIN, PQ, elles seront 
parallèles entre elles*; donc elles sont égales. * 7. 

PROPOSITION XIII. 




THÉORÈME. 


XV 


Si deux angles CAE, DBF , non situés dans le fig. 140 
même plan , ont leurs côtes parallèles et dirigés 
dans le même sens , ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles. * 

Prenez AC = BD , AE fis BP , fit joignez CE , DF , 

AB , CD-, EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD, 
la figure ABDC est un paralléiograntme * ; donc CD * 3 », «• 
est égale et parallèle à AB. Par une raison semblable 
Huit. cd. . 10 




T 
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EF est égale et parallèle à AB ; donc aussi CD est 
égale et parallèle à EF, la figure CEFD est donc 
un parallélogramme, et ainsi le côté CE est égal 

• et parallèle à DF; donc les triangles CAE, DBF, 
sont équilatéraux entre eux ; donc l’angle CAE — 
DBF. 

En second lieu je dis que le plan ACE est parallèle 
au plan BDF ; car , supposons que le plan parallèle à 
BDF, mené par le point A , rencontre les lignes CD, 
FF , en d'autres points que C et E , par exemple en 
G et II ; alors, suivant la proposition xit, les trois 
lignes AB , GD , FH , seront égales : mais les trois AB, 
CD', EF, le sont déjà; donc on aurait CD — GD, et 
FH = EF , ce qui est absurde ; donc le plan ACE est 
parallèle à BDF. ^ 

Corollaire. Si deux plans parallèles MN , PQ , sont 
rencontrés par deux autres plans CABD, EABF, les 
angles CAE , DBF , formés par les intersections des 
. plans parallèles , seront égaux ; car l’intersection AC 

* “>• est parallèle* 1 à BD * , AE l'est à BF , donc l’angle 

CAE = DBF. 

+ • 

PROPOSITION XIV. 

» •. * 

' . . ' , 

■ . TBBOneMK. 

fi K >9o. Si trois droites AB, CD , EF, non situées dans 
le même plan , sont égales et parallèles , tes 
triangles ACE, BDF, formés de part, et d'autre 
en joignant les extrémités de ces droites, seront 
égaux et leurs plans parallèles. 

Car, puisque AB est égale et parallèle à. CD, la 
figure ABDC est un parallélogramme; donc le côté 
AC est égal et parallèle à BD. Par une raison sein- 
1 blahle les côtés AE , BF sont égaux et parallèles, 
ainsi que CE, DF ; donc les deux triangles CAE, 
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BDF , sont égaux : on prouvera d’ailleurs , comme 
dans la proposition précédente , que leurs plans sont 
parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THÉO R ÊIWE. 

Deux droites comprises entre des plans pa- 
rallèles, sont coupées en parties proportionnelles. 

Supposons que la ligne Ali rencontre les plans pa- Cg- >9>. 
ralleles MN , PQ , RS , en A , E , B , et que 1.1 ligne 
CD rencontre les .mêmes plans en C, F, D; je dis 
qu’on aura AE : EB : : CF : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G, et joi- 
gnez AC, EG, GF, BD ; les intersections EG , BD, 
des plans parallèles PQ, RS, par le plan A^BD, sont 
parallèles * ; donc AE:EB: : AG:GD ; pareillement les * 10. 
intersections AC, GF , étant parallèles, 011 a AG : G D : : 
ÇF:FD j donc, à cause du rapport commun, AG: 

GD , on aura AE : EB :: CF :<FD. 

‘ , . ^ u ' ** t .'t 

PROPOSITION XVI. 


THÉORÈME. 

■IME. ■>».% 

Soit ABCD un quadrilatère quelconque situé ou non situé Cg. 19a 
dans un tne'me plan ; si on coupe les citée opposés propor- 
tionnellement par deux droites KF , GH , de sorte qu'on ait 
AE: EB ::DF:FC, et BG: GG : : A ff: HD -,je dis que les droites 
EF, GH, se couperont en un point M, de maniéré qu'on 
aura I 1 M:MG :: AE:EB, et F.M.M 1 :: AH.HD. 

Conduisez suivant AD un pian quelconque A&HcI) qui ne 
passe pas suivant GU; par les points E, B, C* K, menez à 
Gilles parallèles Ec, B b , Ce, V£, qui rencontrent ce plan 
en e , b , c,f. A rause des parallèles Bé , GH, Ce' , on aura • 
6 H:Hr :: BG :GC*::*Atf:ïlD ; donc' les triangles AHé, rftD, * 
sont semblables. On aura ensuite Ae:et::AE:EB, et I )f: 

10. 




, 5 . S 
■ào , 3 . 
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fc : : T)F : rr -, flonc Ac : eb :: T\f:/c , ôu , H componendo , Ar’. 
X)/:: AA:Dc; mais, à cau*c de* triangles semblable* AHA, 
-HD, on a AA: De:: AH: HD; donc Ac:D/:: AH.HD : d ail- 
leurs les triangles AHA, -HD, étant semblables, l’angle HAe 
. 3 . —UUf; donc les triangles AHe, DH/", sont semblables*, 
donc l'angle AHc = DH/'. Il s'ensuit d'abord que eH/est une 
ligne droite, et qti'ainsi les trois parallèles Ec, GH, Y/, 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deux 
‘ droite* EF, GII; donc celles-ci doivent se couper en un 
point M. Ensuite, à cause des parallèles Ee, MU, Vf, on 
aura EM : MF :: cH: H/:: Ail : UD. Par une construction 
semblable, rapportée au côté AB, on démontrerait que 
HM:MG:;AE:EB. 

PROPOSITION XVII. -f fH» 

T1I ÉO R Ê ME. 

• S* 

193. L'angle compris entre les deux plans MAN, 
MAP, peut être mesuré, conformément à la dé » 
finition , par l’angle N AP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AN , AP, menées dans 
chacun de ces plans à l’intersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, i° qu’elle est constante, ou qu’elle serait 
la même eu quelque point de l'intersection commune 
qu’on menât les deux perpendiculaires. 

Kn effet, si on prend un autre point M, et qtt’on 
ntene MC dans le plan MN, et MR dans le plan MP, 
perpendiculaires à l'intersection commune AM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AM , elles, sont parallèles entre elles. Par la même 
raison ülO est parallèle à AN ; doge l’angle BMCrr: 

■ 3 PAN * ; dpnc il est indifférent de mener les perpen- 
diculaires au point M ou au point A: l’angle compris 
sera toujours le même. 
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n faut prouver que si l’angle des deux plans 
augmente ou diminue dans un . certain rapport , 
l'angle PAN augmentera ou diminuera dans le meme 
rapport. 

Dans le plan PAN décrive* du centre A et dun . 
rayon i volonté l’arc N DP, du centre M et d un rayon 
égal décrive* l’arc CEI! , tire* AI) à volonté ; les deux 
plana PAN, BMC, étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront parallèles * ; donc les intersections * g- 
AD, ME, de ces deux plans par 'un troisième AMD, 

Kront parallèles ; donc l’angle BME sera égal à PAD *. ,J - 

’ Appelons pour un moment coin l’angle foritié par 
deux plans MP, MN ; cela posé , si l’angle DAP était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAMP serait 
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN , la hauteur AM se- 
rait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient l’ttn avec l’autre. On voit de même que si 
l’angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l’angle PAN , le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs du rap- 
port en nombres entiers à un rapport quelconque la 
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une 
circonstance tout-à-fait semblable * ; donc, quel que * 17, s. 
soit le rapport de l’angle DAP à l'angle PAN, le coin 
DAMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN ; 
donc l’angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN , ou de l’angle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. £. ■» P 

Sckotie. Lorsque deux plans se traversent mutuel- 
lement, les angles opposés au sommet sont égaux, et 
les angles adjacents valent ensemble deux angles 
droits ; donc si un plan est perpendiculaire à un 
autre, celui-ci est perpendiculaire au premier. Pareil- 
lement dans la rencontre des plans parallèles par un 


* 
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troisième plan , il existe les mêmes égalités d’angles et 
les memes propriétés que dans la rencontre de deux 
lignes parallèles par une troisième ligne. 

PROPOSITION XVIII. -4*3 

THÉORÈME. 

«g 194. La ligne AP étant perpendiculaire au plan tt 
MN, tout plan APB, conduit suivant AP, sera 
per/rendiculaire au plan MN. 

Soit BC l'intersection des plans AB, MN ; si dan. 
le plan MN on mene DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN , sera, perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BC, DE : mais 
l’angle APD, formé par les deux perpendiculaires PA, 
PD, à l’intersection .commune BP, mesure l’angle des 
deux plans AB , MN ; donc, puisque cet angle est droit, 
déf.5. les deux pians sont perpendiculaires entre eux *. 

Scholic. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, 
DP, sont perpendiculaires entre elles, chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres, 
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 

~ PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

«g 194 . Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN , 
et que dans le plan AB on mene la ligne PA per. 
pendiculaire à l’intersection commune PB ,ye dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mene PD perpendicu- 
laire à PB , l’angle APD sera droit , puisque les plans 
sont perpendiculaires entre eux ; donc la ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB, PD ; donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 
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Corollaire. Si le plan AB est perpendiculaire au 
plan MN, et que par un point P de l'intersection 
commune on éleve une perpendiculaire au plan MN, 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB; 
car, si elle n’y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à l’intersection com- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan MN ; donc au même point P il y 
aurait deux perpendiculaires au plan MN ; ce qui est 
impossible *. - ' 

& PROPOSITION XX. 
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Si deux plans AB , AD, sont perpendiculaires fig 
à un troisième Wfjf , leur intersection éomrnune 
AP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élève une perpendiculaire 
au plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver à- 
la-fois dans le plan AB et dans le plan AD * ; donc elle * cor - 
est leur intersection commune AP. 

- *' k «* >4» V «l U .1 . « •, * ** >. J.- 0 : 

PROPOSITION XXI. 

. 

t néon F. me. 

Si «/i angle solide est formé par trois angles fig i»5 
plans , la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. yuSz .• 

11 n’y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l’angle plan qu’on compare à la somme des deux au- 
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
1 angle solide S formé par trois angles plans ASB, 

ASC, BSC, et supposons que l’angle ASB soit le plus 
grand des trois ; je dis qu’on aura ASB < ASC -f- BSC. .’ 1 

Dans le plan ASB faites l'angle BSD = BSC , tires 
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à volonté la droite ADB ; et, ayant pris SC— SD-^ 

joignez AC, BC. 

Les deux côtes BS, SD, sont égaux aux deux BS, 

SC, l'angle BSD = BSC; donc les deux triangles BSD, 
DSC, sont égaux ; donc BD = BC. Mais on a AB< 
AC BC ; retranchant d un côté BD, et de l'autre 
son égale BC, il restera AD < AC y Les deux côtés AS, 

SD, sont égaux aux deux AS, SC, le troisième AD 
*• est plus petit que le troisième AC, donc * l’angle ASD 

<ASC. Ajoutant BSD = BSC, on aura ASD -I- BSD, 
ou ASB < ASC -h BSC. 


y;;? 

' Jt-J 


PROPOSITION XXII. • 7 

■ffa* " t< ' Y T n É O R F. M F.. 

v /,<z somme des angles plans qui forment un 

angle solide est toujours moindre, que quatre 
angles droits. 

«g. 19C Coupez l'angle solide S par un plan quelconque 
t. ABCDE ; d’un point O pris dans ce plan menez à 

tous les angles les lignes OA, OB, OC, OD, OE. 

La sonuqe des angles des triangles ASB, BSC, etc., • 
formés autour du sommet S, équivaut à la somme 
des angles d'un pareil nombre de triangles AOB, 



BOC, etc., formés autour du sommet O. Mais au 


point B les angles ABO, OBC, pris ensemble, font 


l’angle ABC plus petit que la somme des angles ABS, 


* 3t SBC * ; de même au point C on a BCO -4- OC.D < 
l^vér,; « BCS SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABCDE. Il suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O, la somme des angles à la base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S ; donc, par corn- 
& pensation, la somme des angles formés autour du 
point U est plus grande «pie la somme des angles au- 


- ", tour du point S. Mais la somme des angles autour 
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Un point O est égale à quatre angles droits* ; donc la ' 
somme des angles plans qui forment l’angle solide S 
eêt moindre que quatre angles droits. 

Sckolie. Cette démonstration suppose que l’angle 
solide est convexe, ou que le plan d’une face prolon- 
gée ne peut jamais couper l’angle solide; s’il en était 
autrement la somme des angles plans n’aurait plus de 
bornes et pourrait être d’une grandeur quelconque. 
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PROPOSITION XXIII. 


THEOREME. 


Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. 

Soit 1 angle ASC as DTP, l’angle ASB = DTE, et *6 
l’angle DSC =: ETF ; je dis que les deux plans ASC , 

AS B , auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTF, DTE. 

Ayant pris SB à volonté, menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC ; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan , menez OA , OC , perpendi- 
culaires sur SA, SC; joignez AB, BC ; prenez ensuite 
T£=SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan 
DTF; du point P menez PD, PF, perpendiculaires 
surTD, TF ; enfin joignez DE, EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A , et le triangle 
TDE en D*, et puisque l’angle ASB = DTK, on a '<* 
aussi SBA se: TED. D’ailleurs SB TE : donc le 
triangle SAB est égal au triangle TDE ; donc SA = 
TD , et AB = DE. On démontrera semblablement 
que SC = TF, et BC = EF. Cela posé, le quadri- 
latère SAOC est égal au quadrilatère TDPF ; car 
posant l’angle ASC sur son égal DTF, à cause de 
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SA = TD et SC = TF, le point A tombera en D et le 
point C en F. En meme temps AO , perpendiculaire 
à SA, tombera sur DP perpendiculaire à TD, et pa- 
reillement OC sur PF ; donc le point O tombera sar 
le point P, et on aura ÀO=DP. Mais les triangles 
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, l'hypoténuse 
ABr=DE, et le côté AO — DP ; donc ces triangles 
1 sont égaux* ; donc l'angle OAB — PDE. L’angle OÀ ’ 
est l’inclinaison des deux plans ASB, ASC j l'anglo 
PDE est celle des deux plans DTE, DTF ; donc ces 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

U faut observer, cependant que l’angle A du trian- 
gle rectaugle OAB n’est proprement' l’inclinaison des 
deux plans ASB , ASC , que lorsque la perpendi- 
culaire ÔO tombe , par rapport à SA , du même 
coté que SC ; si elle tombait de l’autre côté, alors 
l’angle «les deux plans serait obtus, et, joint à l’an- 
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits. 
Mais dans le même cas l’angle des deux plans TDE , 
TDF, serait pareillement obtus, et, joint à l’angle 
D du triangle DPE, il ferait deux angles droits; 
donc, comme l'angle A serait toujours égal à D, ou 
conclurait de même que 1 inclinaison des deux plans 
ASB, ASC, est égale à celle des deux plans TDE, 
TDF. 

•Sc Italie. Si deux angles solides sont composés de 
trois angles plans égaux chacun a chacun , et qu’en 
même temps les angles égaux ou homologues soient 
disposés de In même maniéré flans les deux angles 
solides, alors ces angles seront éganx'f’ et posés l’un 
sur l’autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF ; ainsi en plaçant SA sur TD, SC tombe 
sur TF et le point O sur le point P. Mais , à cause 
de l’égalitc des triangles AOB , DPE , la perpendicu- 
laire OB au plan ASC est égale à la perpendiculaire 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sont 
dirigées dans le même sens ; donc le point 11 tombera 
sur le point E , la ligne SB sur TE, et les deux angles 
solides coïncideront entièrement 4’un avec l'autre. 

Cette coïncidence cependant n’a lieu qu’en sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides ; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse , ou, ce qui revient au même, si les perpen- 
diculaires OB, PE, au lieu d'être dirigées dans le 
inêirfe sens par rapport aux plans ASC, DTF , étaient 
dirigées en sens contraires, alors il serait impossible 
de l’aire coïncider les deux angles solides l’un avec 
. l’autre. 11 n’en serait cependant pas moins vrai, con- 
formément au théorème , que les plans dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
‘ entre eux ; de sorte que les deux angles solides se- 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes, 
sans néanmoins pouvoir être superposés .** Cette sorte 
d’égalité , qui n’est pas absolue ou de superposition , 
mérite d’être distinguée par une dénomination parti- 
culière : nous l’appellerons égalité par symmétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit, qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun, 
^ mais disposés dans un ordre inverse, s’appelleront 
angles égaux par symmétrie , ou simplement angles 
symmétriqncs. 

La même remarque s'applique .aux angles solides 
formes de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A, B, C, D, E, et 
un autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être 
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également incünés entre eux. Ces deux angles 
solides, qui seraient égaux sans que la superposition 
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ftftt possible, s’appelleront angles solides égaux par 

syn&nétric , ou angles solides symmétriques. 

Dans les figures planes il n’y a point proprement 
fl égalité par symmétrie, et toutes celles qu’on vou- 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu’on peut renverser 
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. 11 en est autrement dans les solides 
où la troisième dimension peut être prise dans deux 
sens différents. 

.*•$. PROPOSITION XXIV. 

• ’ v t 

PROBLEME. • 

' • 1 

Étant donnés les trois angles plans qui forment 
un angle solide, trouver par une construction 
plane l'angle que deux de ces plans font entre 
eux. ■- • t . j 

c «- “J 8 - Soit S l’angle solide proposé , dans lequel on con- 
naît les trois angles plans ASB, ASC, BSC; on de- 
mande l’angle que font entre eux deux de ces plans, 
par exemple, les plans ASB, ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans le théorème précédent, l'angle OAB serait l'angle 
requis. Il s’agit donc de trouver le même angle par 
une construction plane ou tracée sur un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA, ASC, 
B"SC , égaux aux 1 angles BSA, ASC, BSC, dans la 
figure solide ; prenez B'S et B^S égaux chacun à BS 
' de la figure solide ; des points B' et B” abaissez B'A 
ot B”C perpendiculaires sur SA et SC, lesquelles se 
rencontrent en un point O. Du point A comme centre 
et du rayon AB' décrivez la demi - circonférence 
B'AE; au point O élevez sur B'E la perpendiculaire 
Ob, qui rencontre la circonférence en b , joignez A b y 
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et l'angle EAZ> sera l’inclinaison cherchée des d'eux 
plans ASC, ASB dans l'angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle AOb de 
la figure plane est égal au triangle AOR de la ligure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en A , les angles en S sont égaux ; donc les angles 
eu B et B' sont pareillement égaux. Mais l'hypoté- 
nuse SB' est égale à l'hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont égaux ; donc SA dç la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
Ab dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera fie même que SC est égal de 
part et d’autre; d’où il suit que le quadrilatère SAOC 
est égal dans l'une et dans l autre figure, et qu’ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide;. donc dans l’une et dans l’autre les triangles 
rectangles AO b , AOB , ont l’hypoténuse égale et un 
côté égal ; donc ils sont égaux , et l’angle EA/j, trouvé 
par la construction plane, est égal à 1 inclinaison des 
deux plans SAB, SAC dans l'angle 'solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, l’angle EAA devient obtus, et mesure 
toujours la vraie inclinaison' des plans : c’est pour 
cela que l’on a désigné par EA b, et non qar O Ab, 
l’inclinaison demandée, afin que la même solution 
convienne à tous les cas sans exception. 

ScboUe. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté, on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 

D’abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi 
l’angle solide ne peut être’ formé ’r il faut de plus 
qu’aprcs avoir pris deux des angles à volonté B’SA, 
ASC, le troisième CSB" soit tel que la perpendicu- 
laire B"C au côté SC rencontre le diamètre B’E entre 
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ses extrémités B' et E. Ainsi les limites de la gran£ 
deur de l’angle GSB" sont celles qui font aboutir la 
perpendiculaire B”C aux points B' et E. De ces pointe 
abaissez sur CS les perpendiculaires B'I, EK, qui 
rencontrent en 1 et K la circonférence décrite du 
rayon SB” , et les limites de l’angle CSB" seront CSI 
et CSK. "» ■' . nr^t* ' 

. Mais dans le triangle isoscele B'SI, la ligne CS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B'I, on a l’an- 
gle CSI = CSB' = ASC -4- ASB'. Et dans le triangle 
isoscele ESK , la ligne SC- étant perpendiculaire à 
EK, on a l’angle CSK = CSE. D’ailleurs, à cause des 
triangles égaux ASE , ASB'. l’angle ASE = ASB'j 
donc CSE ou CSK= ASC — ASB'. ’é*/! 

Il résulte de là que le problème sera possible toutes 
les fois que le troisième angle CSB" sera plus petit 
que la somme des deux autres ASC, ASB', et plus 
grand que leur différence : condition qui s'accorde 
avec le théorème xxi ; car , en vertu de ce théorème , 
il faut qu’on ait CSB" < ASC 4- ASB'; il faut aussi 
qu’on ait ASC < CSB" 4- ASB' , ou CSB" > ASC — 
ASB'. gç * 

PROPOSITION XXV. 


PROBLEME. 

Étant donnes detix des trois angles plans 
qui forment un angle solide , avec l’angle que 
leurs plans font entre eux , trouver le troisième 
angle plan. 

Soient ASC, ASB' , les deux angles plans donnés , 
et supposons pour un moment que CSB" soit le troi- 
sième angle què l’on cherche , alors , en faisant la 
même construction que dans le problème précédent, 
l’angle compris entre les plans des deux premiers 
serait EAé. Or, de même qu’on détermine l’angle 
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EA£ par le moyen de CSB", les deux autres étant 
donnés ; de même on peut déterminer CSB ' par le 
moyen de EA b, ce qui résoudra le problème pro- 
posé. ’ , v- , y ' '• .* 

Ayant pris SB' à volonté, abaissez sur SA la per- 
pendiculaire indéfinie B'E, faites l'angle EA£ égal à 
langle des deux plans donnés ; du point b où le coté 
Ab rencontre la circpnférence décrite du centre A et 
du rayon AB' , abaissez sur AE la perpendiculaire 
bO, et du point O abaissez sur SC la perpendiculaire 
indéfinie QCB", que vous terminerez en B" de ma- 
nière que SB"=SB'; l’angle CSB” sera le troisième 
atigle plan demandé. * 

’fjp Car si on forme un angle solide avec les trois an- 
gles plans B'SA, ASC, CSB' , 1 inclinaison des plans 
où sont les angles donnés ASB' , ASC , sera égale à 
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.solides triples dont on vient de parler j donc, puisque 
ces angles partiels sont connus et déterminés, l’angle 
total sera pareillement connu et déterminé. 

L'angle des deux plans ASD , DSC, se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l'angle des deux plans DSC, CSD, il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher l’angle 
compris entre les deux plans , DSC , et dans 
l’autre l’angle compris entre les deux plans ASC , 
BSC ; la somme de ces deux angles serait l’angle com- 
pris entre les plans HSC, DSC. 

On trouvera «le la même maniéré que, pour dé- 
terminer un angle solide quintuple, il faut connaître, 
outre les cinq angles plans qui le «omposent, deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plaus; il en fau- 
drait trois dans l’angle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 
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LIVRE VI. 


LES POLYÈDRES. 

DÉFINITIONS. 


1 . U» appelle solide polyèdre, ou simplement po- 
lyèdre, tout solide terminé par des plar s ou des faces 
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mèmes par des lignes droites.) On appelle en parti- 
culier tétraèdre le solide qui a quatre faces ; hexaèdre 
celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a huit; do- 
décaèdre celui qui en a douze ; icosaèdre celui qui en 
a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trois plans pour Jjprmer un angle so- 
lide, et ces trois plans laissent un vide qui, pour être 
fermé, exige au moins un quatrième plan. 

II. L'intersection commune de deux faces adjacentes 
d’un polyèdre s’appelle côté ou arête du polyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq. Voyez l'appendice 
aux livres VI et VII. 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes, terminés de part et d’autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly- £g 20ü 
gone quelconque; si dans un plan parallèle à ABC, 
on mene les lignes FG, GH, HI, etc., égales et pa- 
rallèles aux côtés AB, BC, CD, etc., ce qui formera 
Huit. Ed. 1 1 
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le polygone FGH 1 K égal à ABCDE ; si ensuite on 
joint d’un plan à 1 autre les sommets des angles ho- 
mologues par les droites AF , BG , CH , etc. , les faces 
ABGF , BCHG, etc. , seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK , sera un prisme. 

Y. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, 
FGHIK , s’appellent les bases du prisme ; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou convexe du prisme. Les droites 
égales AF, B G, CH, etc. , s’appellent les côtés du 
prisme. 

VI. La hauteur d'un prisme est la distance de ses 
deux bases , ou la perpendiculaire abaissée d’un point 
de la base supérieure sur le plan de la base infé- 
rieure. 

VII. Un prisme est droit lorsque les côtés AF, 
BG , etc. , sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d’eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prime est oblique , et la hau- 
teur est plus petit^que le côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire , quadrangu- 
lairc, pentagonal , hexagonal , etc., selon que la base 
est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, un 
hexagone, etc. 

Cg. »o6. IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s’appelle 

parallélépipède. 

Le parcdlélepipede est rectangle lorsque toutes ses 
faces sont des rectangles. 

X. Parmi les parallélépipèdes rectangles on distin- 
gue le cube ou hexaèdre régulier compris sous six 
quarrés égaux. 

fig. 196. XI. La pyramide est le solide formé lorsque plu- 
sieurs plans triangulaires partent d’un même point S, 
et sdht terminés aux différents côtés d’un même plan 
polygonal ABCDE. 
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}f Hyg°"e ABCDE s’appelle la base de la pyra- 
mide le point S en est le sommet, et l’ensemble' des 
triangles ASB BSC, etc., forme la surface convexe 
ou latérale de la pyramide. 

XII La lumteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissee du sommet sur le plan de la base, pro- 
longe s il est nécessaire. ‘ 

XIII. La pyramide est triangulaire, ouadrangu- 

S*™;;* que la bue 651 un trian ? ,e > un 

XIV ’ ü , ne Pyamide est régulière lorsque la base 
est un polygone régulier, et qu’en même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
«appelle alors 1 axe de la pyramide. 

XV. Diagonale d’un polyèdre est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

X VI. J appellerai polyèdres symrnétriques deux 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont cons- 
truits semblablement, l’un au-dessus du plan de cette 
base, 1 autre au-dessous, avec cette condition que les 
sommets des angles solides homologues soient situés 
à égales distances du plan de la base, sur une même 
droite perpendiculaire à ce plan. 

»»*» ABC 1 ':,” '• S „ T “ 

plan ABC, et qu au point O où elle rencontre ce 

p an elle soit divisée en deux parties égales, les deux 
pyramides SABC, TABC, qui ont la base commune 
, seront deux polyèdres symmétriques. 

XML Deux pyramides triangulaires sont sembla- 
les lorsqu elles ont deux faces semblables chacune 
a chacune, semblablement placées et également incli- 
nées entre elles. 

-Fnp’ r n r P n 0 î; ant ,eS ang,es abc = DEF, BAC é c a o3. 
-EDf, ABS=DEr, BAS=EDT, si en outré l’in- 
clinaison, des plans ABS, ABC, est égale à celle d<> 
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leurs homologues DTE, DEF, les pyramides S ABC , 

TDEF, seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur une même face ou base d'un 
polyèdre , on peut imaginer que les sommets des dif- 
férents angles solides du polyèdre, situés hors du 
plan de cette base , soient ceux d’autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera U 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap- 
port à la base. Cela posé: 

Deux polyèdres sont semblables lorsqu’ayant des 
bases semblables, les sommets des angles solides ho- 
mologues , hors de ces bases , sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune. 

XIX. J’appellerai sommets d’un polyèdre les points 
situés aux sommets de ses différents angles solides. 

N. JB. Tous les polyèdres que nous considérons sont des polyèdres 
à angles saillants ou polyèdres convexes. Nous appelons ainsi ceux 
dont la surface ne peut être rencontrée par nne ligne droite en plus 
de deux points. Dans ces sortes de polyèdres le plan prolongé d’une 
face ne peut couper le solide ; il est donc impossible que le polyèdre 
soit en partie au-dessns du plan d'une face , en partie au-dessous ; fl 
est tout entier d'un même côté de ce plan. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres ne peuvent avoir les mêmes 
sommets et en même nombre sans coïncider l'un 
avec l’autre. 

Car supposons l’un des polyèdres déjà construit ; 
si on veut en construire un autre qui ait les mêmes 
sommets et en même nombre, il faudra que les plans 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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que Hans le premier, sans quoi ils ne différeraient 
pas l’un de l’autre : niais alors il est clair que quel- 
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier 
polyèdre ; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans et des sommets au-dessous, ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc, si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre, ils doi- 
vent nécessairement coïncider l’un avec l’autre. 

Scholie. Etant donnés de position les points A, B, 

C, K, etc., qui doivent servir de sommets à un po- 
lyèdre, il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d’abord trois points voisins D, E, H,fig. aoi 
tels que le plan DEH passe, s’il y a lieu , par de nou- 
veaux points K, C, mais laisse tous les autres d’un 
même côté , tous au - dessus du plan ou tous au- > 

dessous 5 le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé, 
sera une face du solide. Suivant un de ses côtés EH, 
conduisez un plan qift vous ferez tourner jusqu’à ce 
qu'il rencontre un nouveau sommet F , ou plusieurs 
à-la-fois F , I ; vous aurez une seconde face qui sera 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des 
plans par les côtés trouvés jusqu a ce que le solide 
soit terminé de toutes parts : ce solide sera le polyèdre 
demandé, car il n’y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Dans deux po/jvdres symmètriques les faces 
homologues sont égales chacune à chacune , et 
l' inclinaison de deux faces adjacentes , dans un 
de ces solides , est égale à l’inclinaison des faces 
homologues dans l'autre. 

Soit A11CDE la base commune aux deux polyèdres j fig jo5 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de l’un des polyèdres, M' et N' les som- 
mets homologues de l’autre polyèdre ; il faudra , sui- 
vant la définition, que les droite MM', NN', soient 
perpendiculaires au plan ABC, et soient divisées en 
deux parties égales aux points «et/t où elles ren- 
contrent ce plan. Cela posé, je dis que la distance 
MN est égale à M'N'. 

Car, si on fait tourner le trapeze mM'N'n autour 
de mn jusqu’à ce que son plan s’applique sur le plan 
mMNn; à cause des angles droits en m et en n, le 
côté mW tombera sur son égal mM, et «N' sur «N; 
donc les deux trapèzes coïncideront , et on aura 
•MN = M'N'. 

Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur, 
et P' son homologue dans l’autre, on aura de même 
MP = M'P' et NP = N'P'; donc le triangle MNP, 
qui joint trois sommets quelconques du polyèdre su- 
périeur, est égal au triangle M'N' P' qui joint les trois 
sommets homologues de Vautre polyèdre. 

Si parmi ces triangles on considéré seulement ceux 
qui sont formés à la surface des polyèdres , on peut 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone , les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l’autre surface et formeront une face 
polygone égale. 

En effet , soient MPN, NPQ , deux triangles adja- 
cents qu’on suppose dans un même plan , et soient 
M'P'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l’angle 
MNP=M'N'P\ l’angle PNQ = P'N'Q'; et si on 
joignait MQ et M'Q', le triangle MNQ serait égal à 
M'N'Q', ainsi on aurait l’angle MNQ= M'N’ Q'. 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan, on a l’angle 
MNQ = MNP -4- PNQ ; donc on aura aussi M'N'Q' 
= M'N'P' + P'N'Q'. Or, si les trois plans M'N'P', 
P'N'Q', M'N'Q', n’étaient pas confondus en un 
seul, ces trois plans formeraient un angle solide, et 
on aurait * l’angle M' N ' Q' < M' N' P' H- P' N' Q' ; • 
donc, puisque cette condition n’a pas lieu, les deux 
triangles M'N'P', P'N'Q', sont dans un même plan. 

Il suit de là que chaque face, soit triangulaire, soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une face égale 
dans l’autre, et qu’ainsi les deux polyèdres sont com- 
pris sous un même nombre de plans égaux , chacun à 
chacun . 

Il reste à prouver que l’inclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l’un des polyèdres est 
égale à l’inclinaison des deux faces homologues dans 
l’autre. 

Soient MPN, NPQ, deux triangles formés sur 
l’arête commune N P dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N', N'P'Q', leurs homolo- 
gues ; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en 
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q', 
M'N'P', P'N'Q'. Or, on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun ; donc l’inclinaison 
des deux plans MNP, PNQ, est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q' *. . 

Donc, dans les polyèdres symmétriques , les faces 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d’un des solides , ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l’autre solide. 

Scholie. On peut remarquer que les angles solides 
d’un polyèdre sont les symmétriques des angles solides 
de Vautre polyèdre ; car si l’angle solide N est formé 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son homolo- 
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gue N' est formé par les plans M' N' P' , P' N' Q' , 
Q'N'R', etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres ; mais, comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l’un par 
rapport à l'autre, il s’ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l'angle solide N’ est l’inverse 
de celle qui a lieu dans l’angle homologue N. D’ail- 
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales 
dans l’un et dans l'autre angle solide; donc ces angles 
solides sont syinmétriques l’un de l’autre. Voyez le 
scholie de la proposit. X XIII , lie. V. 

Cette remarque prouve qu’un polyèdre quelconque 
ne peut avoir qu'un polyèdre sj/n métrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
symniétrique au polyèdre donné , les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symniétriques des angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symmétrique construit sur la première 
base. D ailleurs les fares homologues seraient toujours 
égales ; donc les polyèdres symniétriques construits 
sur une base ou sur une autre auraient les faces égales 
et les angles solides égaux ; donc ils coïncideraient 
par la superposition , et ne feraient qu’un seul et 
même polyèdre. 4 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Deux prismes sont égaux lorsqu’ils ont un. 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés. 
fç. 5oo. Soit la base ABCDE égale à la base abede , le pa- 
rallélogramme ABGF égal au parallélogramme abgf, 
et le parallélogramme BCIIG égal au parallélogramme 
behg ; je dis que le prisme ABCI sera égal au prisme" 
abei. 
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Car soit posée la base ABCDE sur son égale abcde, 
ees tleux bases coïncideront : mais les trois angles 
plans qui forment l’angle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment l’angle solide b, cha- 
cun à chacun, savoir, \ÜC = abc , \BG = abg , et 
GBC =gbc ; de plus ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et b sont égaux , et 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal bg. 

On voit aussi qu’à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF, abgf , le côté GF tombera sur son égal gf 
et semblablement GH sur g h ; donc la base supé- 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fghik , et les deux solides seront confondus en un 
seul , puisqu’ils auront les mômes sommets *. Donc * 1 
deux prismes sont égaux , etc. 

Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant 
le côté AB égal à ab, et la hauteur BG égale à bg , le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il en 
sera de môme des rectangles BGFC, bgfc , ainsi les 
trois plans qui forment l’angle solide B sont égaux 
aux trois qui forment l’angle solide b. Donc les deux 
prismes sont égaux. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans tout parallélépipède les plans opposés 
sont égaux et parallèles. 

Suivant la définition %e ce solide, des bases ABCD, 
EFGH , sont des parallélogrammes égaux , et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que 
la môme chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées telles que AEHD , BFGC. Or , AD est égale et 
parallèle à BC , puisque la figure ABCD est un parai- 


CHOME TRIF. 


170 

Kilogramme ; par une raison semblable AE est égale 
et parallèle à BF : donc 1 angle DAE est égal à l’angle 
* lJ . 5- CBF *, et le plan DAE parallèle à CBF ; donc aussi le 
parallélogramme DAEH est égal au parallélogramme 
CBFG. On démontrera de même que les parallélo- 
grammes opposés ABFE , DCGH , sont égaux et pa- 
rallèles. 

Corollaire. Puisque le parallélépipède est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
parallèles, il s’ensuit qu'une face quelconque et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du paral- 
lélépipède. 

Scholie. Etant données trois droites AB , AE , AD , 
passant par un même point A, et faisant entre elles 
des angles donnés , on peut sur ces trois droites con- 
struire un parallélépipède; il faut pour cela mener 
par l’extrémité de chaque droite un plan parallèle 
au plan des deux autres ; savoir , par le point B un 
plan parallèle à DAE , par le point D un plan paral- 
lèle à BAE, et par le point E un plan parallèle à BAD. 
Les rencontres mutuelles de ces plans fermeront le 
parallélépipède demandé. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Dans tout parallélépipède les angles solides 
opposés sont symmé triques l’un de l’autre; et 
les diagonales menées par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

fig. 2 of>. Comparons , par exemple , l’angle solide A à son 
opposé G ; l’angle E AB , égal à EFB , est aussi égal à 
HGC, l’angle DAE = DHE = CGF , et l’angle DAB 
= DCB=HGF ; donc les trois angles plans qui for- 
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inent l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment 
l’angle solide G , chacun à chacun ; d'ailleurs il est 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
l’un et dans l'autre ; donc i° les deux angles solides A 
et G sont symmètriques l’un de l autre *. 

En second lieu imaginons deux diagonales quel- 
conques EC, AG, menées par des sommets opposés : 
puisque AE est égale et parallèle à CG , la figure AEGC 
est un parallélogramme ; donc les diagonales EC , AG , 
se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale EC et une 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales ; 
donc 2° les quatre diagonales se couperont mutuel- 
lement en deux parties égales , dans un même point 
qu’on peut regarder comme le centre du parallélé- 
pipède. 


PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

• 

Le plan BDHF, qui passe par deux arêtes fig 307J 
parallèles opposées BF, DII, divise le paral- 
lélépipède AG en deux prismes triangulaires 
A BD H EF, GHFBCD, symmètriques l’un de 
l'autre. 

D'abord ces deux solides sont des prismes ; car les 
triangles ABD , EFH , ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles, sont égaux, et en même temps les faces latérales 
ABFE, ADHE, BDHF, sont des parallélogrammes; 
donc le solide ABDHEF est un prisme 1 il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces 
deux prismes sont symmètriques l’un de l’autre. 

Sur la base ABD faites le 'prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symmétrique du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qui a été démontré’ 1 , le plan ABF'E' est égal à*? 
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ABFE, et le plan ADH'E' est égal à ADHE ; mais 
si on compare le prisme GHFBCD au prisme 
ABDH'E’F', la base GHF est égale à ABD; le pa- 
rallélogramme GHDC, qui est égal à ABFE, est aussi 
égal à ABF'E', et le parallélogramme GFBC, qui 
est égal à ADHE, est aussi égal à ADH'E'; donc 
les trois plans qui forment l’angle solide G dans le 
prisme GHFBCD, sont égaux aux trois plans qui for- 
ment l’angle solide A dans le prisme ABDH'E'F', 
chacun à chacun, d’ailleurs ils sont disposés sem- 
* 3 blablement ; donc ces deux prismes sont égaux*, 
et pourraient être superposés. Mais l’un d’eux 
ABDH'E'F', est symmétrique du prisme ABDHEF ; 
donc l’autre, GHFBCD, est aussi le symmétrique de 
ABDHEF. 


PROPOSITION VIL 

tEMHI. 

» * 

mi Dans tout prisme ABCI, les sections NOPQR 
STUXY, faites par des plans parallèles , sont 
des polygones égaux. 

Car les côtés NO, ST, sont parallèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan ABGF ; ces mômes côtés NO, ST, sont 
compris entre les parallèles NS, OT, qui sont côtés 
du prisme; donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP , PQ , QR , etc. , de la section 
NOPQR, sont égaux respectivement aux côtés TV, 
VX, XY, etc. , de la section STVXY. D’ailleurs les 
côtés égaux étant en même temps parallèles , il s’en- 
suit que les angles NOP, OPQ, etc. de la premier© 
section, sont égaux respectivement aux angles STV, 
TVX , ete. , de la seconde. Donc les deux sections 
NOPQR , STVXY , sont des polygones égaux. 
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Corollaire. Toute section faite dans un prisme pa- 
rallèlement à sa base, est égale à cette base. * 

» PROPOSITION VIII. 

TH É*ORÊME. 

Les deux prismes triangulaires symmètriques fis- 
ABDIIEF , BCDFGII , dans lesquels se décompose 
le parallélépipède AG , sont équivalents entre 
eux. 

Par les sommets B et F menez, perpendiculairement 
au côté BF, les plans Bade, F ehg , qui rencontreront, 
d’une part en a, d, c, de l'autre en e , h, g, les trois 
autres côtés AE , DH , CG , du même parallélépipède ; 
les sections Bade , F ehg , seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales parce qu’elles sont faites 
par des plans perpendiculaires à une même droite et 
par conséquent parallèles * ; elles sont des parallélo- * 7. 
grammes, parce que deux côtés opposés d'une même 
section aB , de, sont les intersections de deux plans 
parallèles ABFE, DCGH, par un même plan. 

Par une raison semblable, la figure BaeF est un 
parallélogramme, ainsi que les autres faces latérales 
BF^c, cdhg , etc. , du solide BadeFehg; donc ce so- 
lide est un prisme*, et ce prisme est droit, puisque * d*f. *. 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme 
droit Bk en deux prismes triangulaires droits aBdéFh, 
BdcFhg; je dis que le prisme triangulaire oblique 
ABDEFH , sera équivalent au prisme triangulaire 
droit aBdcF/i. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com- 
mune ABD/ieF, il suffira de prouver que les parties 
restantes , savoir les solides Ba\Dd , FeEHA sont 
équivalents entre eux. 
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Or, à cause des parallélogrammes ABFE, aBFe, les 
côtés AE, ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
•entre eux; ainsi en ôtant la partie commune Ae, il 
restera Aa=Ee. On prouvera de même que Bt/— HA. 

Maintenant, pour opérer la superposition des deux 
solides BaADd, FeEH/t, plaçons la base Eeh sur son 
égale B ad; alors le point e tombant en a et le point 
h en d, les côtés eE , AH , tomberont sur leurs égaux 
<zA , d D , puisqu’ils sont perpendiculaires au même 
plan B ad. Donc les deux solides dont il s’agit coïnci- 
deront entièrement l’un avec l’autre ; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
BadEeh. 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prisme droit BdcEhg. 
Mais les deux prismes droits BadEeh, BdcEhg sont 
égaux entre eux , puisqu’ils ont même hauteur BF , „ 

et que leurs bases B ad, B de sont moitiés d’un même 
parallélogramme*. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH , BDCFHG , équivalents à des prismes 
égaux, sont équivalents entre eux. 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
la moitié du parallélépipède AG , construit sur le 
meme angle solide A , avec les mêmes arêtes AB , 
AD, AE. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Si deux parallélépipèdes AG , AL , ont une 
base commune ABCD , et que leurs bases supé- 
rieures EFGII , IK.LM , soient comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles EK, 
HL, ces deux parallélépipèdes seront équiva- 
lents entre eux. 
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Il peut arriver trois cas , selon que El est plus 
grand, plus petit ou ég?l à EF 1 ; mais la démonstration 
est la même pour tous : et d’abord je dis que le prisme 
triangulaire AE1DHM est égal au prisme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet , puisque AE est parallèle à BF et HE à 
GF, l’angle AEI=BFK, HEI = GFK , et HEA = 

GFB. De ces six angles les trois premiers forment 
l’angle solide E , les trois autres forment l’angle solide 
F 5 donc , puisque les angles plans sont égaux chacun 
à chacun , et semblablement disposés , il s’ensuit que 
les angles solides E et F sont égaux. Maintenant , si 
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL , et d’abord 
la base AE1 sur la base BFK , ces deux bases étant 
égales coïncideront ; et puisque l'angle solide E est 
égal à l’angle solide F, le côté EH tombera sut son 
égal FG : il n’en faut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten- 
due ; car la base AEI et l’arête EH déterminent le 
prisme AEM, comme la hase BFK et l’arête FG dé- 
terminent le prisme BFL* : donc ces prismes sont *3. 
égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM, 
il restera le parallélépipède AIL ; et si du même so- 
lide AL on retranche le -prisme BFL , il restera le 
parallélépipède AEG ; donc les deux parallélépipèdes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Deux parallélépipèdes de même base et de 
même hauteur sont équivalents entre eux 

Soit ABCD la base commune aux deux parallèle- £g. aïo. 
pipedes AG , AL ; puisqu’ils ont même hauteur, leurs 
bases supérieures EFGH , IKLM, seront sur le même 
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plan. De plus les côtés EF et AB sont égaux et paral- 
lèles , il en est de même de IK et AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF est 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, 
HG , ainsi que LK, IM , jusqu’à ce que les uns et les 
autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ , il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFG H , IKLM. Or si 
on imagine un troisième parallélépipède qui , avec la 
même base inférieure ABCD, ait pour base supérieure 
NOPQ, ce troisième parallélépipède serait équivalent 
* 9 au parallélépipède AG*, puisqu’ayant même base infé- 
rieure, les bases supérieures sont comprises dans un 
même plan et entre les parallèles GQ, FN. Par la même 
raison ce troisième parallélépipède serait équivalent 
au parallélépipède AL; donc les deux parallélépipèdes 
AG, AL, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents entre eux. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Tout parallélépipède peut être changé en un 
parallélépipède rectangle équivalent qui aura 
même hauteur et une base équivalente. 

6g- no. Soit AG le parallélépipède proposé ; des points A , 
B, C, D, menez AI, BK, CL, DM, perpendiculaires 
au plan de la base, vous formerez ainsi le parallélépi- 
pède AL équivalent au parallélépipède AG , et dont les 
faces latérales AK, BL , etc. seront des rectangles. Si 
donc la base ABCD est un rectangle , AL sera le paral- 
lélépipède rectangle équivalent au parallélépipède pro- 
fit an. posé AG. Mais si ABCD n'est pas un rectangle, menez 
AO et BN perpendiculaires sur CD, ensuite OQ et 
NP perpendiculaires sur la base, vous aurez le solide 
ABNOIKPQ qui sera un parallélépipède rectangle : 
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en effet, par construction, la base A UNO et son op- 
posée IKPQ sont des rectangles; les faces latérales en 
sont aussi , puisque les arêtes AI , OQ , etc. , sont per- 
pendiculaires au plan de la base ; donc le solide AP 
est un parallélépipède rectangle. Mais les deux paral- 
lélépipèdes AP, AL, peuvent être censés avoir même 
base ADM et même hauteur AO: donc ils sont équi- 
valents; donc le parallélépipède AG, qu’on avait d’a- 
bord changé en un parallélépipède équivalent AL, se 
trouve de nouveau changé en un parallélépipède rec- 
tangle équivalent AP, qui a la même hauteur AI, et 
dont la base ABNO est équivalente à la base. ABCD. 

PROPOSITION XII. 

TnÉORÊME. 

Deux parallélépipèdes rectangles AG, AL,^- 11 *" 
qui ont la meme base ABCD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs , AE, Al. 

Supposons d’abord que les hauteurs AE, AI, soient 
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple, 
comme 1 5 est à 8. On divisera AE en i5 parties égales, 
dont AI contiendra 8, et par les points de division x, 
y , z y etc., on mènera des plans parallèles à la base. 

Ces plans partageront le solide AG en i5 parallélépi- 
pèdes partiels qui seront tous égaux entre eux , comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales; des bases 
égales, parce que toute section comme M1K.L, faite 
dans un prisme parallèlement à sa base ABCD, est égale 
à cette base * ; des liauteurs égales , parce que ces hau- * i- 
leurs sont les divisions mêmes Aj'-, xjy ce z, etc. Or, 
de ces i5 parallélépipèdes égaux, huit sont cbntenus 
dans AL ; donc le $olide AG est au solide AL comine 
1 5 est à 8, ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AI. 


Huit. éd. ia 



I~8 G £ O A1 £ X H 1 B. 

Eu second lieu, si le rapport de AE à AI ne peut 
s’exprimer en nombres, je dis qu'on n’en aura pas 
moins solid. AG : solid. AL :: AE : Al. Car, si cette 
proportion n'a pas lieu, supposons qu'on ait sol. AG : 
sol. AL :: AE : AO. Divisez AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que OI, il y aura au moins 
un point de division m entre O et I. Soit P le parai* 
lélepipede qui a pour hase ABCD et pour hauteur 
A /«,- puisque les hauteurs AE, Am sont entre elles 
comme deux nombres entiers, on aura sol. AG : P :: 
AE : A/«. Mais on a, par hypothèse, sol. AG : sol. AL :: 
AE : AO ; de là résulte sol. AL : P :: AO : Am. Mais AO 
est plus grand que A m; donc il faudrait, pour que 
la proportion eftt lieu , que le solide AL fût plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol. AG : sol. AL :: AE : x, soit une ligne plus grande 
que AI. Par un raisonnement semblable on démon- 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
que AI ; donc il est égal à AI ; donc les parallélépipèdes 
rectangles de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 

~ ». ,li J»** 

PROPOSITION XIII. 

THBORBMB. 

fie ai 3. Deux parallélépipèdes rectangles AG, AK., 
qui ont même hauteur AE , sont entre eux comme 
leurs bases ARCD , AMNÜ. 

Ayant placé les deux solides l’un à côté de l’autre , 
comme la figure les représente, prolongez le plan 
ONKL, jusqu’à ce qu’il rencontre le plan DCGH sui- 
vant PQ, vous aurez un troisième parallélépipède AQ , 
qu’on pourra comparer à chacun des parallélépipèdes 
AG , AK. l es deux solides AG, AQ, ayant meme base 
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AEHD, sont entre eux comme leurs hauteurs AB , AO; 
pareillement les deux solides AQ, AK, ayant même 
hase AO LE, sont entre eux comme leurs hauteurs 

AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions, 

sol. AG :sol. AQ :: AB : AO, 
sol. AQ : sol. AK :: AD : AM. 

Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet- 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol. 

AQ, on aura, 

sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM. 

Mais AB x AD représente la hase ABCD, et AO x AM 
représente la base AMNO ; donc deux parallélépi- 
pèdes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

PROPOSITION XIV. 

r ' « 

THEOREME. 

Deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
sont entre eux comme les produits de leurs bases 
par leurs hauteurs , ou comme les produits de 
leurs trois dimensions. 

Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma- e g ail 
niere que leurs surfaces aient l’angle commun BAE, 
prolongez les plans nécessaires pour former le troi- 
sième parallélépipède AK de même hauteur avec le 
parallélépipède AG. On aura, par la proposition pré- 
' cédente, * * , • / 

sol. AG : sol. AK :: ABCD : AMNO. 

Mais les deux parallélépipèdes «K , AZ, qui ont même 
base AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs 

AE, AX ; ainsi on a, 

sol. AK : sol. AZ AE : AX. ‘ rS 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omct- 

12 . 
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tant , dans le résultat , le multiplicateur commun sol. 

AK., on aura 

sol. AG : sol. AZ :: ABCD x AE : AMNOx AX. 

A la place des bases ABCD et AMNO , on peut mettre 
AB X AD et AO X AM, ce qui donnera , 
sol. AG : sol. AZ :: AB X AD x AE : AO X AM X AX. 
Donc deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
sont entre eux, etc. 

Scholie. Il suit de là qu’on peut prendre pour me- 
sure d’un parallélépipède rectangle le produit de sa 
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. C’est sur ce principe que nous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour l’intelligence de cette mesure il faut se rap- 
peler qu’on entend par produit de deux ou de plu- 
sieurs lignes , le produit des nombres qui représentent 
ces lignes, et ces nombres dépendent de 1 unité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté : cela posé , le produit 
des trois dimensions d'un parallélépipède est un 
nombre qui ne signifie'rien en lui-même, et qui serait 
différent si on avait pris une autre unité linéaire. Mais 
si on multiplie de même les trois dimensions d’un autre 
parallélépipède, en les évaluant d'après la même unité 
linéaire , les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l'idée de leur grandeur re- 
lative. 

La grandeur d’un solide, son volume ou son éten- 
due constituent ce qu’on appelle sa solidité , et le mol 
de solidité est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d’un solide : ainsi on dh que la solidité d’un 
parallélépipède rectangle est égale au produit de sa 
hase par sa hauteur, ou au produit de ces trois di- 
mensions. 

Les trois dimensions du cube étant égales entre 
elles , si le côté est i , la solidité sera i X i X i , ou 1 ; 
si le côté est 2 , la solidité sera 2 X 2 X a , ou 8 ; si le 
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côté est 3 , la solidité sera 3x3x3,ou2^,et ainsi de 
suite ; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
i, a , 3 , etc. , les cubes cux-inèmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres 1,8,27, etc. De là vient qu'on 
appelle en arithmétique cube d'un nombre le produit 
qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d’un cube 
donné, il.faudrait que le côté du cube cherché fût au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
l'unité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarréc de 2; mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube, du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire , lesquelles consistent à n’employer que des 
lignes droites dont on connaît deux points , et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

A raison de celte difficulté le problème de la 
duplication du cube a été célèbre parmi les anciens 
géomètres, comme celui de la trisection de l'angle , 
qui est à-peu-près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long - temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
élémentaire, n’en sont cependant nînnoins exactes, 
ni moins rigoureuses. 

PROPOSITION XV. 

JHHj O* , •• cLi a 

THÉORÈME. 

La solidité d'un parallélépipède , et en gé- 
néral la solidité d’un prisme quelconque , est 
égale au produit de sa base par sa hauteur ' 

Car i° un parallélépipède quelconque est équiva- 
lent à un parallélépipède rectangle de même hauteur 
et de base équivalente *. Or la solidité de celui-ci est 
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égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc la 
solidité du premier est pareillement égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

a® Tout prisme triangulaire est la moitié d’un pa- 
« 8 . rallélepipede de même hauteur et de base double *. 

Or la solidité de celui - ci est égale à sa base multipliée 
par sa hauteur ; donc celle du prisme triangulaire est 
égale au produit de sa base, moitié de celledu paral- 
lélépipède, multipliée par sa hauteur. ' . 

3 ° U11 prisme quelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu’on 
peut former de triangles dans le polygone qui lui sert , 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur ; et puis- 
que la hauteur est la même pour tous, il s'ensuit que 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de toujf les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc la solidité 
d’un prisme polygonal quelconque est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
même hauteur, les produits des bases par les hau- 
teurs seront comme les bases ; donc deux prismes de 
même hauteur sont entre eux comme leurs bases ; 
par une raison semblable , deux prismes de meme 
base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

't r- j* djr t — h . 

PROPOSITION XVI. 

» ■* 

LE MME. 

«g. 314. Si une pyramide SABCDEt est coupée par un 
plan a bd parallèle à la base. 

i° Les côtés S h., SB, SC, et la hauteur SO, se- 
ront divisés proportionnellement en a, b, c,. . eto ; 

2 0 La section abede sera un polygone sembla- 
ble à la base. ABCDE. 
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Car i° les plans ABD, a bd, étant parallèles, leurs 
intersections AB, al> , par un troisième plan SAB, 
seront parallèles*; donc les triangles SAB, S ab,' lo ' s 
sont semblables, et on a la proportion SA : Sa :: SB : 

SA; on aurait de même SB : SA :: SC : Sc, et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, SB, SC, etc., sont 
coupés proportionnellement en a, A, c , etc. La hau- 
teur SO est coupée dans la même proportion au 
point o ; car BO et lo sont parallèles, et ainsi on a 
SO : So ^ SB : SA. 

2° Puisque ab est parallèle à AB , bc. à BC, cd à 
CD, etc., l’angle «Ac = ABC, l’angle bcd = BCD , et 
ainsi de suite. De plus, à cause des triangles sembla- 
bles SAB, S«A, on a AB : ab :: SB : SA; et à cause des 
triangles semblables SBC, Sbc , on a SB: SA :: BC:Ac; 
doné AB : ab : : BC : bc ; on aurait de même BC : bc : : 

CD \cd, et ainsi de suite. Donc les polygones abcde , 
ABCDE, ont les angles égaux chacun à chacun et les 
côtés homologues proportionnels ; donc ils sont sem- 
blables. 

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ , deux pyra- 
mides dont le sommet est commun , et dont les bases 
sont sur un même plan , de sorte qu’elles ont la même 
hauteur ; si on les coupe par un même plan parallèle 
au plan des bases, soit abcde la section faite dans une 
pyramide, xyz la section faite dans l’autre ; je dis que 
les sections abcde, xyz , seront entre elles comme les 
bases ABCDE, XYZ. 

Car les polygones ABCDE , abcde, étant semblables, 
leurs surfaces Sont comme les quarrés des côtés ho- 
mologues AB ; ab ; mais AB : ab :: SA : Sa ; donc 

ABCDE : abcde:: SA: Sa. Par la même raison, XAZ: 

xyz :: SX : Sx. Mais puisque abcxyz n’est qu’un 
même plan, on a aussi SA: Sa :: SX: Sx; donc ABCDE; 
abcde :: X.YZ:xyz; donc les sections abcde , xyz, sont 
entre elles comme les bases ABCDE, XYZ. 
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PROPOSITION XVII. 

LEHMB. 

%. ïi5. Soit SABC une pyramide triangulaire dont S 
est le sommet et ABC la base ; si on divise les 
côtés , SA , SB , SC , AB, AC’. , BC , en deux parties 
égales aux points D , E , F, G , H , I, et que par 
ces points on tire les lignes DE , EF , DF , EG , 
FH , El , GI , GII ; je dis qu'on pourra considérer 
la pyramide SABC, comme composée de deux 
prismes AGHFDE, EGICFH, équivalents entre 
eux , et de deux pyramides égales SDF.F, EGBI. 

Par suite de la construction , F.D est parallèle à BA 
et GE à AS ; donc la figure ADEG est un parallélo- 
gramme. La figure ADFII en est un aussi par la même 
raison; donc les trois droites AD, GE, HF, sont 
égales et parallèles ; donc le solide AGHFDE est un 

* 14 , S prisme *. 

On prouvera semblablement «pie les deux figures 
EFCI, CIGH, sont des parallélogrammes, et qu’ainsi 
les trois droites EF , CI , GH , sont égales et parallèles ; 
donc le solide EGICFH est encore un prisme. Or je 
dis que ees deux prismes triangulaires sont équiva- 
lents entre eux. 

En effet, si sur les arêtes GI , GE, GH ,-on forme le 
parallélépipède GX, le prisme triangulaire GE1CFH 
♦ 8. sera la moitié de ce parallélépipède* ; d’un autre côté, 
le prisme AGHFDE est égal aussi à la moitié du pa- 
* jS. rallélepipede GX * , puisqu’ils ont même hauteur, et 
que le triangle AGH, base du prisme est moitié du 

* «, 3. parallélogramme GICH * , base du parallélépipède. 

Donc les deux prismes EGICFH, AGHFDE, sont 
équivalents entre eux. 

Ces deux prismes étant retranchés de la pyramide 
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S ABC , il ne reste plus que les deux pyramides SDEF, 
EGBI ; or je dis que ces deux pyramides sont égales 
entre elles. 

En effet, à cause des côtés égaux, savoir, BE = 
SE, BG=:AG = DE, EG = AD = SD, le triangle 
BEG est égal au triangle ESD. Par une raison sem- 
blable le triangle BEI est égal au triangle SEF ; 
d’ailleurs l’inclinaison mutuelle des deux plans BEG, 
BEI , est la même que celle des deux plans ESD , 
SEF, puisque BEG ne fait qu’un seul plan avec ESD t 
de môme que BEI avec SEF. Donc si, pour opérer 
la superposition des deux pyramides SDEF, EGBI, 
on place le triangle EBG sur son égal SDE, il faudra 
que le plan BEI tombe sur le plan SEF ; et puisque 
les triangles EBI, SEF, sont égaux et semblablement 
placés, le point I tombera en F, et les deux pyramides 
SDEF, EGBI, coïncideront en une seule. 

Donc la pyramide entière SABC est composée de 
deux prismes triangulaires AGF, GIF, équivalents 
entre eux, et de deux pyramides égales SDEF, EGBI. 

Corollaire I. Du sommet S soit abaissée SO perpen- 
diculaire sur le plan ABC, et soit P le point où 
cette perpendiculaire rencontre le plan DEF paral- 
lèle à ABC; puisque SD=z^ SA, on aura SP=7SO*, ' 
et le triangle DEF ABC : donc la solidité du prisme 
AGHFDE=j ABC x 7 SO, et celle des deux prismes 
réunis AGHFDE, EGICFIl,=7ABCxSO. Ces deux 
prismes sont moindres que la pyramide SABC, puis- 
qu ils y sont contenus ; donc la solidité d'une pyra- 
mide triangulaire est plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire II. Si on mène les droites DG, DH, on 
aura une nouvelle pyramide ADGH , qui sera égale à 
la pyramide SDEF ; car on peut placer la base DEF 
sur son égale AG H, et alors les angles SDE, SDF, 
étant égaux aux angles DAG, DA 11 , il est visible que 
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* » 5 , 5 . DS touillera sur AD * , et le sommet S sur le sommet 
,l1i ‘ D. Or, la pyramide AD G II est moindre que le prisme 
AGHDEF, puisqu'elle y est contenue; donc chacune 
des pyramides SDEF, EGBI est moindre que le 
prisme AGHDEF; donc la pyramide SABG qui est 
composée de deux pyramides et de deux prismes, est 
moindre que quatre de ces mêmes prismes. Or la so- 
lidité de l’un de ces prismes = y ABC X SO , et son 
quadruple =7 ABC X SO ; donc la solidité' de toute, 
pyramide triangulaire est moindre, que la moitié du 
produit de sa base par sa. hauteur. 

PROPOSITION XVIII. 



tbéorèm r. 

La solidité d'une pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit de sa base par sa 
hauteur. 

fig. us. Soit SABG une pyramide triangulaire quelconque, 
ABC sa base , SO sa hauteur ; je dis que la solidité de 
la pyramide SABC sera égale au tiers du produit de 
la surface ABC par la hauteur SO, de sorte qu’on 
aura SABC =7 ABC x SO, ott=SO x 7 ABC. 

Car si on nie cette proposition, il faudra que la 
solidité SABG soit égale au produit de SO par une 
quantité plus grande ou plus petite que 7 ABC. 

Soit t° cette quantité plus grande, en sorte qu’on 
ait SABC=SOx (j ABC-I-M). Si on fait la même 
construction que dans la proposition précédente, la 
pyramide SABC sera partagée en deux prismes équi- 
valents entre eux AGHFDE, EGICFH , et en deux 
pyramides égales SDFE, EGBI. Or la solidité du 
prisme AGHFDE est DEF X PO, et celle des deux 
prismes est par conséquent DFE X 2 PO, ou DFEx 
SO. Retranchant les deux prismes de la pyramide en- 
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tiere, le reste sera égal au double de la pyramide 
SDEF, de sorte qu’on aura , 

aSDEF = SO x (ÿ ABC + M — DEF). 

Mais, parce que SA est double de SD, la surface ABC 
est quadruple de DFE * , et ainsi -j- ABC — DFE=* 
{ DFE — DFE = ÿ DFE ; donc 

a SDEF = SO x (jDEF + M), 
et en prenant les moitiés de part et d’autre, il en ré- 
sulte, 

SDEF = SP x (}DEF + M). 

D’où l’on voit que pour avoir la solidité de la pyra- 
mide SDEF , il faudra ajouter au tiers de sa base la 
même surface M qui avait été ajoutée au tiers de la 
base de la grande pyramide, et multiplier le tout par 
la hauteur SP de la petite pyramide. 

Si l'on divise SD en deux également au point K, 
et que par le point K on fasse passer le plan KLM 
parallèle à DEF , lequel rencontre en Q la perpen- 
diculaire SP , la même démonstration prouve que la 
solidité de la pyramide SKLM sera égale à SQ x 

G KLM + M). ; ^ 

Continuant ainsi à former une suite de pyramides 
dont les côtés décroissent en raison double, et les 
bases en raison quadruple, on parviendra bientôt à 
une pyramide S abc , dont la base abc sera plus petite 
•que 6M : soit Sô la hauteur de cette derniere pyra- 
mide ; et sa solidité , déduite de celle des pyramides - 
précédentes, sera So X ( ~ abc + M). Mais on a M > 
j abc , et par conséquent j abc -f- M > £ abc ; il faudrait 
donc que la solidité de la pyramide S abc fût plus 
grande que S ox~abc. Résultat absurde, puisqu'on a 
prouvé dans le corollaire II de la proposition précé- 
dente que la solidité d’une pyramide triangulaire est 
toujours moindre que la moitié du produit de sa basp 
par sa hauteur; donc i° il est impossible que la soit- 
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dite de la pyramide SABC soit^ plus grande que SOx 
| ABC. 

Soit a° SABC = SOx (-jABC — M), on prouvera, 
comme dans le premier cas, que la solidité de la 
pyramide SDEF, dont les dimensions sont deux fois 
moindres , est égale à SP x ( j DEF — M ) ; et, en con- 
tinuant la suite des pyramides dont les côtés décrois- 
sent en raison double, jusqu’à un terme quelconque 
S abc, on aura de même la solidité de la derniere 
pyramide Sabc=So X (j abc — M). Mais les bases 
ABC, DEF, LKM.... abc, formant une suite dé- 
croissante dont chaque terme est le quart du précé- 
dent, on parviendra bientôt à un terme abc , égal à 
ia M, ou qui sera compris entre 12 M et 3 M ; alors 
M étant égal ou plus grand que ~ abc, la quantité 
j abc — M sera ou égale à \abc, ou plus petite que 
i abc ; de sorte que la solidité de la pyramide S abc 
sera.ou=St>X7«^c, ou < S ox-abc. Résultat encore 
absurde, puisque , suivant le corollaire I de la propo- *■ 
sition précédente , la solidité d’une pyramide trian- 
gulaire est toujours plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur ; donc 2° la solidité 
de la pyramide SABC ne peut être plus petite que 
SOXï ABC. 

Donc enfin la solidité de la pyramide SABC = 
Soxj-ABC, 011 = 7 ABCxSO, conformément à l’ë-, 
noncé du théorème. » 

Corollaire I. Toute pyramide triangulaire est le 
tiers du prisme triangulaire de même base et de meme 
hauteur ; car ABC X SO est la solidité du prisme dont 
ABC est la base et SO la hauteur. 

Corollaire II. .Deux pyramides triangulaires de 
même hauteur sont entre elles comme leurs base% et 
deux pyramides triangulaires de même base sont 
entre elles comme leurs hauteurs. 
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PROPOSITION XIX. 


THÉORÈME. 


Toute pyramide SABCDE a pour mesure le Cg. aiv 
tiers du produit de sa base ÀBCDE par sa hau- 
teur AO. 

Car en faisant passer les plans SEB , SEC , par les 
diagonales EB, EC, on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE en plusieurs pyramides triangulaires 
qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE, BCE, 

CDE, par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triangulaires, ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE, aura pour mesure la somme des tri- 
angles ABE, BCE, CDE, ou le polygone ABCDE, 
multiplié par un f SO ; donc toute pyramide a pour 
mesure le tiers du produit dosa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme 
de même base et de même hauteur. %' 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases, et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. > 

Scholic. On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cette 
décomposition peut se faire de plusieurs maniérés : 
une «les plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d’un même angle solide ; alors 
on aura autant de pyramides partielles qu'il y a de 
faces dans le polyèdre, excepté celles qui forment 
l’angle solide d’où partent les plans de division. 
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PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 

6g. aox Car i° deux pyramides triangulaires symmétriques, 
telles que S AlBC, TABC, ont pour mesure commune 
le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO ; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

2 0 Si on partage d'une maniéré quelconque l’un des 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même l’autre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiva- 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette même proposition semblait résulter 
immédiatement de la proposition II, où l'on a fait 
voir que dans deux polyèdres symmétriques, toutes 
les parties constituantes d'un solide sont égales aux 
parties constituantes de l'autre. 

* PROPOSITION XXI. 

TIIÉOR ÈME. 

Si une pyramide est coupée par un plan pa- 
rallèle à sa base , le tronc qui reste en ôtant la 
petite pyramide , est égal à la somme de trois py- 
ramides qui auraient pour hauteur commune la 
hauteur du tronc , et dont les bases seraient la 
base inférieure du tronc , sa base supérieure, et 
une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

Cg. ai«. Soit ABCDE une pyramide coupée par le plan ald 


/ 
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parallèle à la hase; soit TFG1I «ne pyramide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient égales ou équi- 
valentes à celles tle la pyramide SABCDE. On peut 
supposer les deux bases situées sur un même plan ; et 
alors le plan abd , prolongé, déterminera dans la py- 
ramide triangulaire une section_/gA, située à la même 
hauteur au-dessus du plan commun des hases : d’où 
il résulte que la section fgh est à la section abd comme 
la hase FGH est à base ABD * ; et puisque les hases * 11 
sont équivalentes , les sections le seront aussi. Les py- 
ramides S abede, '1 'fgh , sont donc équivalentes, puis- 
qu’elles ont même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entières SABCDE, TFGH, sont équi- 
valentes par la même raison ; donc les troncs ABD dab, 
FGHA/g, sont équivalents , et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée, pour le seul 
cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit FGHA^g un tronc de pyramide triangulaire 
à hases parallèles : par les trois points F, g, H, con- 
duisez le plan FgH, qui retranchera du troncla py- 
ramide triangulaire gFG H. Cette pyramide a pour base 
la hase inférieure FGH du tronc, elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc, puisque le sommet g est 
dans le plan de la base supérieure^/g/i. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la 
pyramide quadrnngulaireg/AIIF, dont le sommet est 
g et la baseyAHF. Far les trois points f, g, H, con- 
duisez le plan_/gH, qui partagera la ramide qua- 


drangulaire en deux triangulaires gYf Cette 

derniere a pour base la base supérieure gfh du tronc, 
et pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son som- 
met H appartient à la base inférieure : ainsi nous avons 
déjà deux des trois pyramides qui doivent composer 
le tronc. 

11 reste à considérer la troisième gF/H : or, si on 
inene gK parallèle à _/T, et qu’on imagine une nou- 
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velle pyramide J FHK , dont le sommet est K et la base 
F/H , ces deux pyramides auront même base F/H ; 
elles auront aussi même hauteur, puisque les sommets 
g et K sont situés sur une ligne gK parallèle à Yf , et 
par conséquent parallèle au plan de la base; donc ces 
pyramides sont équivalentes : mais la pyramide /TKH 
peut être considérée comme ayant sou sommet en f, 
et ainsi elle aura même hauteur que le tronc. Quant 
à sa base FK1I, je dis quelle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases FGH ,fgh. En effet les triangles 
FHK,^»/», ont un angle égal Y=f, et un côté égal 
* H. j- YK.=fg ; on a donc * FH K. fgh :: Yïi'.fh. On a aussi 
FHG:FHK. :: FG:FK ou fg. Mais les triangles sem- 
blables FGH,/#/*, donnent FG fg\ :FH :fh ; donc 
FGH : FHK : : FHK :fgk ; et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH, 
fgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases 
parallèles , équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc , et dont les 
bases sont la base inférieure du tronc, sa base supé- 
rieure, et une moyenne proportionnelle entre eue 
deux bases. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

%• JI<5 > Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est la base , par un plan DEF incliné à cette base, 
le solide ABCDEF, qui résulte de cette section, 
sera égal à la somme de trois pyramides dont les 
sommets sont Y), E, Y , et la base commune ABC. 

Par les trois points F, A, C, faites passer le plan 
FAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCDEF la 
pyramide triangulaire FABG : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point F. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la 
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pyramide quadrangulaire FACDE, dont F est le som- 
met et ACDE la base. Par les trois points F , E , C, 
menez encore un plan FEC, qui divisera la pyra- 
mide quadrangidaire en deux pyramides triangulaires 
FACE, FCDE. " 

La pyramide FAEC, qui a pour base le triangle 
AEC et pour sommet le point F, est équivalente à une 
pyramide EABC, qui aurait pour base AEC et pour 
sommet le point B. Car ces deux pyramides ont même 
base; elles ont aussi même hauteur, puisque la ligne 
BF, étant parallèle à chacune des lignes AE, CD, est 
parallèle à leur plan ACE ; donc la pyramide FAEC 
est équivalente à la pyramide EABC, laquelle peut 
être considérée comme ayant pour base ABC et pour 
sommet le point E. 

La troisième pyramide FCDE, peut être changée 
d’abord en A FC D ; car ces deux pyramides ont la 
même base FCD, elles ont aussi la même hauteur, 
puisque AE est parallèle au plan FCD; donc la pyra- 
mide FCDE est équivalente à AFCD. Ensuite la py- 
ramide AFCD peut être changée en ABCD, car ces 
deux pyramides ont la base commune ACD; elles ont 
aussi la même hauteur, puisque leurs sommets F et B 
sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide FCDE, équivalente à AFCD, est aussi 
équivalente à ABCD ; or , celle-ci peut être regardée 
comme ayant pour base ABC et pour sommet le 
point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABCDEF est égal à 
la somme de trois pyramides qui ont pour base com- 
mune ABC, et dont les sommets sont respectivement 
les points D, E, F. *' 

Corollaire. Si les arêtes AE , BF, CD, sont perpen-i 
diculaires au plan de la" base , elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent 
le prisme tronqué; de sorte que la solidité du prisme 

Huit, éd, i3 
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tronqué, sera exprimée par ^ ABC x AE-f- ÿ ABC X BF 
^ ABC X CD, quantité qui se réduit à j ABC X (AE-f- 
BF -f- CD). 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables , et les angles 
solides homologues égaux. 

Suivant la définition , les deux pyramides triangu- 
laires SABC, TDEF, sont semblables, si les deux tri- 
angles SAB, ABC, sont semblables aux deux T DE , 
DEF, et semblablement placés, c'est-à-dire, si l'on a 
l’angle ABS=DET,BAS = EDT, ABC = DEF, BAC 
= EDF, et si en outre l'inclinaison des plans SAB, 
ABC, est égale à celle des plans TDE, DEF : cela 
posé, je dis que ces pyramides ont toutes, les faces 
semblables chacune à chacune, et les angles solides 
homologues égaux. , 

Prenez BG=ED, BH=EF, BI=ET, et joignez 
GH , GI, III. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH ; car ayant 'pris les côtés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l’angle GBH étant, par hypo- 
thèse , égal à l’angle DEF , le triangle GBH est égal à 
DEF; donc, pour opérer la superposition des deux 
pyramides, on peut d’abord placer la base DEF sur 
son égale GBH; ensuite, puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan BAS. Mais, par, hypothèse , l’angle DET = GDI; 
donc ET tombera sur son égale BI ; et puisque les 
quatre points D, E, F, T, coïncident avec les quatre 
G , B , H , I , il s’ensuit * que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH. 
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Or, à cause des triangles égaux DEF, GBH, on a 
l’angle BGH = EDF = BAC ; donc GH est parallèle à 
AC. Par une raison semblable GI est parallèle à AS; 
donc le plan IGH est parallèle à SAC*. De la il suit * i3, 5. 
que le triangle IGH , ou son égal TDF, est semblable 
à SAC*, et que le triangle IBH , ou son égal TEF, est * i5. 
semblable à SBC ; donc les deux pyramides triangu- 
laires semblables SABC , TDEF , ont les quatre faces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà placé l’angle solide E sur son homo- 
logue B, et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues; mais on voit immédiate- 
ment que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exemple, les angles T et S, parce qu’ils sont for- 
més par trois angles plans égaux chacun à chacun , et 
semblablement placés. 

Donc deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans tes deux 
pyramides fournissent les proportions AB: DE:: BC: 

EF :: AC: DF :: AS : DT :: SB : TE SC : TF ; donc, 
dans les pyramides triangulaires semblables , les côtés 
homologues sont proportionnels. 

II. Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux , il s’ensuit que P inclinaison de deux faces quel- 
conques d'une pyramide est égale à V inclinaison des 
deux faces homologues de la pyramide semblable , 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallèle à l’une des faces SAC, la 
pyramide partielle BGIH seia semblable à la pyramide 
entière BASC : car les triangles BGI , BGH , sont sem- 
blables aux triangles li AS , BAC , chacun à chacun , 
et semblablement placés; l’inclinaison de leurs plans 

i3. 
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est la même de part et d’autre; donc les deux pyra- 
mides sont semblables. 

Bg. 314. IV. En général, si on coupe une pyramide quel- 
conque SABCDE par un plan abcde parallèle a la 
base, la pyramide partielle Sabcde sera semblable a 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABCDE, 
abcde , sont semblables, et en joignant AC, ac , on 
vient de prouver que la pyramide triangulaire SABC 
est semblable à la pyramide S abc ; donc le point S est 
déterminé par rapport à la base ABC comme le point 

*<!<•(■ 18. S l’est par rapport à la base abc* ; donc les deux py- 
ramides SABCDE, S abcde, sont semblables. 

Scholie. Au lieu des cinq données requises par la dé- 
finition pour que deux pyramides triangulaires soient 
semblables, on pourrait en substituer cinq autres, 
suivant différentes combinaisons , et il en résulterait 
autant de théorèmes , parmi lesquels on peut distin- 
guer celui-ci : Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les côtés homologues propor- 
tionnels. 

fig. ao ï. Car, si oh a les proportions AB: DE :: BC:EF: : AC 


: DF : î AS : DT :: SB : TE :: SC : TF , ce qui renferme 
cinq conditions, les triangles ABS, ABC, seront sem- 
blables aux triangles DET , DEF, et semblablement 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à 
TF.F ; donc les trois angles plans qui forment l’angle 
solide B , seront égaux aux angles plans qui forment' 
l’angle solide E, chacun à chacun; d’où il suit que 
l’inclinaison des plans SAB , ABC , est égale à celle de 
leurs homologues TDE , DEF , et qu’ainsi les deux 
pyramides sont semblables. 

j» ' PROPôàiftON XXIV. 

.. . 

THEOREME. 7^’Z - 

. r — . •Vrj'cft-’.ik*'- 

Deux polyèdres semblables ont les faces ho- 
mologues semblables , et les angles solides homo- 
logues égaux. 


% 
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Soit ABCDE la base «l’un polyèdre ; soient SI et N £g sig. 
les sommets de deux angles solides, hors de cette base, 
détermines par les pyramides triangulaires MABC , 
NABC, dont la base commune est ABC; soient dans 
l’autre polyèdre, abcde la base homologue ou sem- 
blable à ABCDE , m et n les sommets homologues à 
RI et N , déterminés par les pyramides inabc , nabc , 
semblables aux pyramides R1ABC , NABC ; je dis 
d’abord que les distances MN, mn , sont proportion- 
nelles aux côtés homologues AB, ab. 

En ellet , les pyramides MABC, mabc , étant sem- 
blables, l'inclinaison des plans MAC, BAC, est égale 
à celle des plans mac , bac ; pareillement les pyramides 
NABC, nabc , étant semblables, l’inclinaison des plans 
N AC , BAC , est égale à celle des plans nac , bac : donc, 
si on retranche les premières inclinaisons des der- 
nières, il restera l’inclinaison des plans NAC, RIAC, 
égale à celle des plans nac , mac. Riais, à cause de la 
similitude des mêmes pyramides, le triangle RIAC est 
semblable à mac, et le triangle NAC est semblable à 
nac : donc les deux pyramides triangulaires RINAC , 
mnac , ont deux faces semblables chacune à chacune , 
semblablement placées et également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables*, et leurs * 
côtés homologues donnent la proportion RIN : mn :: 

AM :am. D’ailleurs AR1 :am :: AB.ab ; donc RIN:/n« 

:: AB : ab. * 

Soient P et p deux autres sommets homologues des 
mêmes polyèdres, et on aura semblablement PN :pn 
V: : AB : ab , PM : pm : : AB : ab. Donc RIN : mn : : PN : pn 

PR1 : pm. Donc le triangle PNM qui joint trois som- 
mets quelconques d'un polyèdre est semblable au tri- 
angle pnm qui joint les trois sommets homologues de 
Vautre polyèdre. 

Soient encore Q et q deux sommets homologues, et 
le triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 
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que l'inclinaison des pians PQN , PMN , est égale à 
celle des plans pqn , pmn. 

Car si on joint QM et qm , on aura toujours le tri- 
angleQNM semblable à qnm, et par conséquent l'angle 
QNM égal à qnm. Concevez en N un angle solide for- 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM , et 
en n un angle solide formé par les trois angles plans 
qtun , qnp , pnm ; puisque ces angles plans sont égaux 
chacun à chacun , il s’ensuit que les angles solides sont 
égaux. Donc l'inclinaison îles deux plans PNQ, PNM, 
est égale à celle de leurs homologues pnq , pmn ; donc, 
si les deux triangles PNQ , PNM , étaient dans un 
même plan, auquel cas on aurait l'angle QNMrsQNP 
-f- PNM , 011 aurait aussi l’angle qnmz=qnp-\~pnm , et 
les deux triangles qnp , pnm , seraient aussi dans un 
même plan. 

Tout ce qui vient d’être démontré a lieu , quels 
que soient les angles M, N, P, Q, comparés à leurs 
homologues ni, n,p,q. 

Supposons maintenant que la surface de l’un des 
polyèdres soit partagée en triangles ADC, ACD,, 
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de l’autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
abc , acd , mnp, npq , etc., semblables et semblable- 
ment placés; et si plusieurs triangles, comme MPN, 
NPQ, etç. , appartiennent à une même face et sont 
dans un même plan , leurs liomotogues rnpn , npq, etc., 
seront pareillement dans un même plan. Donc toute 
face polygone dans un polyèdre répondra à une face 
polygone semblable dans l’autre polyèdre; donc les 
deux polyèdres seront compris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de 
plus que les angles solides homologues seront égaux. 

Car, si l’angle solide N, par exemple, est formé 
par les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, l’an- 
gle solide homologue n sera formé par les angles 
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plans qnp , pnm , mnr, qnr. Or, ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun , et l’inclinaison de deux plans 
adjacents est égale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homo- 
logues égaux. * l ! 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que si , avec quatre sommets d’un polyèdre , on forme 
une pyramide triangulaire, et qu’on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d’un x 
polyèdre semblable , ces deux pyramides seront sem- 
blables ; car elles auront les côtés homologues pro- 
portionnels *. '21, «ch. 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN , an , sont entre elles '17, 2. 
comme deux côtés homologues AB, ab. 

. liîù .<•' ...V 3 Wv 1S.V * 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres semblables peuvent se parta- 
ger en un même nombre de pyramides triangu- 
laires semblables chacune à chacune , et sem- 
blablement placées. 

Gar on a déjà vu que les sm-faees des deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable- 
ment placés. Considérez tous les triangles d’un po- 
lyèdre , excepté ceux qui forment l’angle solide A , 
comme les bases d'autant de pyramides triangulaires 
dont le sommet est en A ÿ ces pyramides prises en- 
semble composeront le polyèdre : partait de même 
l’autre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 
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commun celui de l'angle a homologue à A ; il est clair 
que la pyramide qui joint quatre sommets d'un po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l’autre polyèdre. Donc 

deux polyèdres semblables, etc. 

- * 

PROPOSITION XXVI. 

* 

THEO REME. 

Deux pyramides semblables sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues. 

6g. 114. Car deux pyramides étant semblables , la plus petite 
pourra être placée dans la plus grande , de maniéré 
qu’elles aient l’angle solide S commun. Alors les bases 
ABCDE, ahcde , seront parallèles; car, puisque les 
* ii. faces homologues sont semblables*, l’angle S ab est 
égal à SAB, ainsi que Sic à SBC; donc le plan aie 
•t 3 , 5 . est parallèle au plan ABC*. Cela posé, soit SO la 
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC, et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc ; on aura, suivant ce qui a été déjà 

* i5. démontré*, SO:So :: SA :Sa :: AB:aô ; et par consé- 

quent, 

|SO:^So :: AB : ab. 

Mais les bases ABCDE, abede , étant des figures sem- 
blables , on a , 

ABCDE : abede :: AB : ab. 

Multipliant ces deux proportions terme à terme, il en 
•résultera la proportion , 

ABCDE x^SO : abede X. ^So:; AB : ab ; 

or, ABCDE X ^SO est la solidité de la pyramide 

* «8. SABCDE*, et abede x~So est celle de la pyramide 

S abede ; deftr deux pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs côtés homologues. 
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PROPOSITION XXVII. , 
théorème. 

Deux polyèdres semblables sont entre eux 
comme les cubes des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- fig. aij. 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or, les deux pyra-* »3. 
mides semblables APNM, apnm , sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM , am , ou 
comme les cubes des côtés homologues AB, ab. Le 
même rapport aura lieu entre deux autres pyramides 
homologues quelconques; donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre, ou le po- 
lyèdre lui-même, est à l’autre polyèdre, comme le 
cube d’un côté quelconque du premier est au cube 
du côté homologue du second. 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques, c’est-à- 
dire de la maniéré la plus succincte, la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base d’un prisme, H sa hauteur; la soli- 
dité du prisme sera B x H ou BH. 

Soit B la base d’une pyramide, H sa hauteur ; la 
solidité de la pyramide sera BxÿH, ou H X ÿB , ou 
*BH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyramide à bases 
parallèles, soient A et B ses bases AB sera la 
moyenne proportionnelle entre elles, et la solidité du 

tronc sera jHx(A-f-B*+-v / AB). 
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Soit B la base d’un tronc de prisme triangulaire ; 
II, H', H”, les hauteurs de ces trois sommets supé- 
rieurs , la solidité du prisme tronqué sera j B x (H 
H'+H"). 

Soient enfin P et p les solidités de deux polyèdres 
semblables, A et a deux côtés homologues de ces 
polyèdres, on aura P :p :: A 1 : a\ 
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LA SPHERE. 

. i 

DÉFINITIONS. 

I. La sphere est un solide terminé par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d’un point intérieur qu’on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphere est produite par fig- **>• 
la révolution du demi-cercle DAE autour du diamètre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
co«rbe DAE aura tous ses points à égales distances du 
centre C. 

II. Le rayon de la sphere est une ligne droite me- 
née du centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une ligne passant par le centre, et termi- 
née de part et d'autre à la surface. 

Tous les rayons de la sphere sont égaux ; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 

III. Il sera démontré * que toute section de la * pr 
sphere, faite par un plan , est un cercle : cela posé , 
on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centre , petit cercle celle qui n’y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphere lorsqu’il n’a 
qu’un point commun avec sa surface. 

V. Le pôle d'un cercle de la sphere est un point de 
la surface également éloigné de tous les points de la 
circonférence de ce cercle. On fera voir * que tout * pr . 6' 
cercle grand ou petit a toujours deux pôles. 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphere comprise par trois arcs de grands cercles. 
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Ces arcs , qui s’appellent les côtés du triangle , sont 
toujours supposés plus petits que la demi-circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
les angles du triangle. 

VII. Un triangle sphérique prend le nom de rec- 
tangle, isoscelc , cquiîatcral, dans les mêmes cas qu'un 
triangle rectiligne. 

VIII. Polygone sphérique est une partie de la sur- 
face de la sphere terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphere 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se ter- 
minent a un diamètre commun. 

X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partie du 
solide de la sphere comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles, et à laquelle le fuseau sert de base. 

XI. Pyramide sphérique est la partie du solidfe de 
la sphere comprise entre les plans d’un angle solide 
dont le sommet est au centre. La hase de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 

XII. On appelle zone la partie de la surface de la 
sphere comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les bases. L’un de ces plans peut être tangent à la 
sphere , alors la zone n’a qu’une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solide 
de la sphere comprise entre deux plans parallèles qui 
en sont les bases. 

; L’un de ces plans peut être tangent à la sphere , et 
alors le segment sphérique n’a qu'une base. 

XIV. La hauteur d’une zone ou d’un segment est 
la distance des deux plans parallèles qui sont les 
bases de la zone ou du segment. 

fig. no. XV. Tandis que le demi-cercle DAE tournant au- 
tour du diamètre DE décrit la sphere , tout secteur 
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circulaire , comme DCF ou FCH , décrit un solide 
qu’on appelle secteur sphérique. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Toute section de la sphere , faite par un plan, 
est un cercle. 

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphere fi 8- *** 
dont le centre est C. Du point C menez la perpendi- 
culaire CO sur le plan AMB, et différentes lignes CM, 

CM , à différents points de la courbe AMB qui termine 
la section. 

Les obliques CM, CM, CB, sont égales, puisqu’elles 
sont des rayons de la sphere , elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire CO*; donc toutes *5, s. 
les lignes OM , OM , OB , sont égales ; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphere , son rayon sera le rayon de la sphere ; donc 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales; car leur intersection commune, pas- 
sant par le centre, est un diamètre. 

III. Tout grand cercle divise la sphere et sa surface 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé les * 
deux hémisphères , on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même côté , les 
deux surfaces coïncideront l’une avec l’autre , sans 
quoi il y aurait des points plus près du centre les uns 
que les autres. 

IV. Le centre d’un petit cercle et celui de la sphere «g m 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du 
petit cercle. 

V. Les petits cercles sont d’autant plus petits qu’ils 
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sont plus éloignés du centre de la sphere ; car plus la 
distance CO est grande, plus est petite la corde AB, 
diamètre du petit cercle A MB. 

VI. Par deux points donnés sur la surface d’une 
sphere, on peut faire passer un arc de grand cercle ; 
car les deux points donnés et le centre de la sphere 
sont trois points qui déterminent la position d’un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex* 
trémités d’un diamètre , alors ces deux points et le 
* centre seraient en ligne droite, et il y aurait une in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par les 
deux points donnés. - i 

PROPOSITION IL 

• * 

THÉORÈME. 

«g. 222. Dans tout triangle sphérique ABC, un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. 

Soit O le centre de la sphere , et soient menés les 
rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB, 
AOC,COB, ces plans formeront au point O un angle 
solide , et les angles AOB , AOC , COB , auront pour 
mesure les côtés AB, AC,'BC, du triangle sphérique 
ABC. Or, chacun des trois angles plans qui composent 
l’angle solide est moindre que la somme des deux 
•21,3. autres*; donc un côté quelconque du triangle ABC. 
est moindre que la somme des deux autres. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Le plus court chemin d'un point à un autre , 
sur la surface de la sphere , est l’arc de grand 
cercle qui joint les deux points donnés. 
fig. 223. Soit ANB l’arc de grand cercle qui joint les points 
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A et B, et soit hors de cet arc, s'il est possible, M un 
point de la ligne la plus courte entre A et B. Par le 
point M menez les arcs de grands cercles MA, MB , 
et prenez BN = MB. 

Suivant le théorème précédent l’arc ANB est plus 
court que AM-f-MB; retranchant de part et d’autre 
BN = BM, il restera AN < AM. Or, la distance de B 
en M, soit qu’elle se confonde avec l'arc BM, ou 
quelle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
B et N ; car en faisant tourner le plan du grand cercle 
BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame- 
ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus 
tourte de M en B , quelle quelle soit , se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, r un en passant par M, l’autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est , par hypothèse , le plus court ; donc 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N, ce qui serait absurde, puisque l’arc AM 
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de l’arc 
ANB ; donc cet arc est lui-même la ligue la plus courte 
entre ses extrémités. 

PROPOSITION IV. ' 

THÉORÈME. 

La somme des trois côtés d’un triangle sphé- 
rique est moindre que la circonférence d’un 
grand cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque, pro- fig.a-M. 
longez les côtés AB, AC, jusqu’à ce qu'ils se rencon- 
trent de nouveau en D. Les ares ABD, ACD , seront 
des demi-circonférences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales*; mais dans * i. 
le triangle BCD on a le côté BC < BD -4- CD * ; ajoutant • ». 
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de part et d’autre AB -f- AC, on aura AB 4- AC -f- BC 
< ABD -f- ACD , c’est-à-dire , plus petit qu’une circon- 
férence. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

La somme des côtés de tout polygone sphé- 
rique est moindre que la circonférence d’un 
grand cercle. 

ia5. Soit, par exemple, le pentagone ABCDE : prolon- 
gez les côtés AB, DC, jusqu’à leur rencontre en Fj 
puisque BC est plus petit que BF -f- CF, le contour du 
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri- 
latère AEDF. Prolongez de nouveau les côtés AE, 
FD , jusqu’à leur rencontre en G , on aura ED < EG 
+ GD; donc le contour du quadrilatère AEDF est 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus 
petit que la circonférence d’un grand cercle ; donc 
a fortiori le contour du polygone ABCDE est moindre 
que cette même circonférence. 

Scholie. Cette proposition est au fond la même que 
la xxii* du livre v ; car, si O est le le centre de la sphere, 
on peut imaginer au point O un angle solide formé 
par les angles plans AOB , BOC , COD , etc. , et la 
somme de ces angles doit être plus petite que quatre 
angles droits, ce qui ne différé pas dé la proposition 
présente. La démonstration que nous venons de don- 
ner est différente de celle du livre v ; l'une et l’autre 
supposent que le polygone ABCDE est convexe , ou 
qu’aucun côté prolongé ne coupe la figure. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

32 o. Si on mene le diamètre DE perpendiculaire 
au plan du grand cercle AMB, les extrémités 
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T) et JL de ce diamètre seront les pôles du cercle 
A MB , et île tous les petits cercles , comme FNG , 
qui lui sont parallèles. 

Car DC, étant perpendiculaire au plan AM B, est 
perpendiculaire à toutes les droites CA, CM, CB, etc., 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA , DM, DB, etc. , sont des quarts de circonférence : 
il en est de même des arcs EA, EM, EB, etc. ; donc 
les points D et E sont chacun également éloignés de 
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont • 
les pôles «le cette circonférence *. ' dit î. 

En second lieu, le rayon UC, perpendiculaire au 
plan AMB,est perpendiculaire à son parallèle FNG; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG * ; donc * ». 
si on tire les obliques DF, DN, DG , ces obliques s’é- 
carteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étant égales, les ares sont 
égaux ; donc tous les arcs DF, DN, DG , etc., sont égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
FNG, et par la même raison le point E est l’autre pôle. 

Corollaire I. Tout arc DM mené d'un point de l’arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nous appellerons pour abréger un 
■quadrans, ou un quadraiit, et ce quadrant fait en 
même temps un angle droit avec l’arc AM. Car la ligne 
DC étant perpendiculaire au plan AMC, tout plan 
DMC qui passe par la ligne DC est perpendiculaire au 
plan AMC * ; donc l’aDgle de ces plans, ou suivant la • 18, 6 
déf. vi, l’angle AMD, est un angle droit. 

II. Pour trouver le pôle d’un arc donné AM, menez 
l’arc indéfini MD perpendiculaire à AM, prenez MD 
égal à un quadrant, et le point D sera un des pôles 
de l’irc MD ; ou bien menez aux deux points A et M 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM, le point de 
concours D de ces deux arcs sera le pôle demandé. 

Huit. éd. 1 4 
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III. Réciproquement, si la distance du point D à 
chacun des points A et M est égale à un quadrant , je 
dis que le point D sera le pôle de l’arc AM, et qu’en 
même temps les angles DAM, AMD, seront droits. 

Car soit (J le centre de la sphere, et soient menés les 
rayons CA, GD, CM : puisque les angles ACD, MCD, 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites CA, CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de l'arc AM ; et par 
•suite les angles DAM, AMD, sont droits. 

Scholie. Les propriétés des pôles permettent de tra- 
cer sur la surface de la sphere «les arcs de «ærcle avec 
la même facilité que sur une surface plane. On voit, 
par exemple , qu'en faisant tourner l'arc DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l’extrémité F tlécrira le petit cercle FAG ; et si on fait 
tourner le quadrant DF A autour du point D, l'ex- 
trémité A décrira l’arc de grand cercle AM. 

S’il faut prolonger l’arc AM, ou si on ne donne que 
les points A et M par h^quels cet arc doit passer, on 
déterminera d’ahord le pôle D par l’intersection de 
deux arcs décrits «les points A et M comine centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle, l’arc AM et son prolongement. 

Enfin, s’il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur l’arc donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusqu’à ce que l’intervalle PS soit égal à 
un quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira l'arc PM, qui sera l’arc perpendiculaire de- 
mandé. 
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PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

Tout plan perpendiculaire à l'extrémité d'un 
rayon est tangent à la sphere. 

Soit FAG un plan perpendiculaire à l’extrémité du ” 6 - 
rayon OA ; si on prend un point quelconque M sur 
ce plan , et qu’on joigne OM et AM , l’angle OAM sera 
droit, et ainsi la distance OM*sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphere ; et, comme 
il en est de même de tout autre point du plan FAG, 
il s’ensuit que ce plan n’a que le seul point A com- 
mun avec. la surface de la sphere; donc il est tangent 
à cette surface. * • * Ht. 4 . 

Scholie. On peut prouver de même que deux spheres 
n’ont qu’un point commun, et sont par conséquent 
tangentes l’une à l'autre , lorsque la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de 
leurs rayons : alors les centres et le point de contact 
sont en ligne droite. qp. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

L'angle BAC qûe font entre eux deux arcs de fig «« 
grands cercles AB, AC, est égal a l’angle FAG , 
formé par les tangentes de ces arcs au point A : 
il a aussi pour mesure l’arc DE , décrit du point 
A comme pôle entre les côtés AB , AC , prolongés 
s’il est nécessaire. 

Car la tangente AF, menée dans le plan de l’arc 
AB, est perpendiculaire au rayon- AO; la tangente 
AG, menée dans le plan de l’arc AC, est perpendi- 
culaire au même rayon AO. Donc l’angle FAG est 

14. 
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* >7» 5. égal à l’angle des plans OAB, OAC*, qui est celui des 
arcs AB, AC, et qui se désigne par BAC. 

Pareillement, si l’arc AD est égal à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, OE, seront perpendicu- 
laires à AO, et l’angle DOE sera encore égal a l’angle 
des plans AOD, AOE ; donc l’arc DE est la mesure de 
l'angle de ces plans, ou la mesure de l’angle CAB. . 

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peu- 
vent se comparer entre eux par les arcs de grands cer- 
cles décrits de leurs sommets comme pôles et compris 
entre leurs côtés : ainsi il est facile de faire un. angle 
égal à un angle donné. 

*B- î38 - Se lut lie. Langle ACO est égal à son opposé au som- 
met BCN ; l’un ou l’autre est toujours l’angle formé 
par les deux plans ACB , OCX. 

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs 
AÇB, OCN, les deux angles adjacents ACO, OCB , 

prb ensemble, valent toujours deux angles droits. 

■ n* tî tfyUl/f 7 

PROPOSITION IX. 

• . - 

THCORÈMK. 

«7- Étant donné le triangle ARC, si des points 
A,B,C, comme pôles, on décrit les arcs EF, 
FD , DE , qui forment le triangle DEF ; récipro- 
quement les trois points D , *E , F , seront les 
pôles des côtés BC , AC , AB. 

Car le point A étant le pôle de l’arc EF, la distance 
AE est un quadrant; le poiut C étant le pôle de l’arc 
DE, la distance CE est pareillement un quadrant; 
donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun 
® • dès points A et C ; donc il est le pôle de l’arc AC *. 
On démontrera de même que D est le pôle de l’arc 
BC , et F celui de l’arc AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moven de DEF , comme DEF par le moyen de 
ABC. 
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PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent , chaque angle de l'un des 
triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi - **• aî 7 - 
circonférence moins le côté opposé dans l’autre 
triangle. 

Soient prolongés, s’il est nécessaire, les côtés AB, 

AC, jusqu’à la rencontre de EF en G et H ; puisque 
le point A est le pôle de l’arc GH , l’angle A aura pour 
mesure l’arc GH. Mais l’arc EH est un quadrant 
aiusi que GF, puisque E est le pôle de AH, et F le 
pôle de AG ; donc EH -4- GF vaut une demi -circon- 
férence. Or EH 4- GF est la même chose que EF 4 - 
GH j donc l’arc GH qui mesure l’angle A est égal à 
une demi-circonférence moins le côté EF ; de même 
l'angle B aura pour mesure j cire. — DF, et l’angle C, 

~ cire. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu'ils se décrivent de la même maniéré 
i’un par le moyen de l’autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement -j cire. — BC , 7 cire. — AC, j cire. 

• — AB. En effet l’angle D, par exemple, a pour me- 
sure l’arc MI ; or MI 4 - BC = MC 4- BI =7 cire. : 
donc l’arc MI , mesure de l’angle D , = - cire. — BC , 
et ainsi des autres. 

Scholie. Il faut remarquer qu’outre le triangle DEF fig. *»8, 
on en pourrait former trois autres par l’intersection 
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac- 
tuelle ria lieu que pour le triangle central, qui est 
distingué des trois autres en ce que les deux angles A 
et D sont situés d’un même côté de BC, les deux B fig. ai 7 
et E d’un même côté de AC, et les deux C et F d’un 
même côté de AB. 
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On donne différents noms aux deux triangles ABC, 
DEF : nous les ap|>ellerons triangles polaires. 


PROPOSITION XI. 


1 


LEMME. 

I 

*e- “9- Etant donné le triangle ABC, si du pôle A et 
de V intervalle AC on décrit l’arc de petit cercle 
DEC ; si du pôle B et de i intervalle BC on décrit 
pareillement l’arc DFC, et que du point D , où 
les arcs DEC, DFC, se couperont , on mené les 
arcs de grands cercles A I) , DB ; je dis que le 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté A D — AC , DB — BC, 
AB est commun ; donc ces deux triangles ont les côtés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En effet, si le centre tle la sphere est supposé en 
O, on peut concevoir un angle solide formé an point 
O par les trois angles plans AOB, AOC, BOC ; on 
peut concevoir de même un second angle solide formé 
par les trois angles plans AOB, AOD, BOD. Et puis- 
que les côtés du triangle ABC sont égaux à ceux du 
triangle ADB, il s’ensuit que les angles plans qui 
forment un de ce s angles solitles sont égaux aux angles 
plans qui forment l’autre angle solide , chacun à 
* i3 , S. chacun : mais dans ce cas il a été démontré * que les 
plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale- 
ment inclinés entre eux ; donc les angles du triangle 
sphérique DAB sont égaux à ceux du triangle CAB, 
savoir I)AB = BAC, I)BA = ABC, et ADB=ACB; 
donc les côtés et les angles du triangle ADB sont égaux 
aux côtes et aux angles du triangle ACB. 

Schotie. L’égalité de ces triangles n’est cependant 
pas une égalité absolue ou de .superposition , car il 
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serait impossible de les appliquer l’un sur l’autre 
exactement, à moins qu’ils ne fussent isqsceles. Léga- 
lité dont il s’agit est ce que nous avons déjà appelé 
une égalité par symmétrie , et par cette raison nous 
appellerons les triangles ACB, ADB, triangles sjrm- 
mé triques. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles situés sur la même sphere , ou 
sur des spheres égales , sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu’ils ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB=EF, le côté AC = EG, et l’angle 
BAC==FEG , le triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD , de la 
même maniéré qu’on superpose deux triangles recti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC, c’est-à-dire qu’outre 
les trois parties qui sont supposées égales, on aura le 
côté BC = FG , et l’angle ABC — EFG , et l’angle ACB 
= EGF. 

PROPOSITION XIII. 

■ # • » \ 

• •>, THÉORÈME. . .A,. 

Deux triangles situés sur la même sphere , ou 
sur des spheres égales , sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu’ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l’un de ces triangles peut être placé sur l'autre 
ou sur son symmétrique, comme on le fait clans le 
cas pareil des triangles rectilignes. Voyez prop. VU, 

fai . 


fig. 2Ü0. 
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PROPOSITION xiv: , 

THÉORÈME. 

*1 

Si deux triangles situés sur la même spkere , 
ou sur des spheres égales , sont équilatéraux 
entre eux, ils seront aussi êquiangles , et les angles 
égaux seront opposés aux côtés égaux. 

Eg. 1*9. Cela est manifeste par la proposition *1, on l’on a 
soi qu’avec trois côtés donnés AB, AC, BC, on ne 
peut faire que deux triangles ACB, ABD, différents 
quant à la position des parties, mais égaux quant 4 
la grandeur de ees mômes parties. Donc deux triangles 
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux , ou 
au moins égaux par symmétrie ; dans l’un et l’autre 
cas ils sont êquiangles , et les angles égaux sont oppo- 
sés aux côtés opposés. j 

* . r. . . 

PROPOSITION XV. 

' , , . . 

THÉORÈME. 

• „ » 

Dans tout triangle sphérique isoscele les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux get récipro- 
quement, si deux angles d’un triangle sphérique 
sont égaux , le triangle sera isoscele. • 
fie * 3 i- i° Soit le côté AB= AC ; je dis qu’on aura l’angle 
C =B : car si du sommet A au point D , milieu dé la 
base, on mene l’arc AD, les deux triangles ABD, 
ADC, auront les trois côtés égaux chacun à* chacun; 
savoir, AD commun , BD= DC, et AB=AC : donc, 
par le théorème précédent, ces triangles auront les 
angles égaux, et on aura B=G.- > .a — 

a° Soit l’angle B=C^ je dis qu’on aura AC = AB : 
car si le côté AB ti’est pas égal à AC, soit AB le plus 
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grand «les deux, prenez B0 = AC, et joignez OC. 

Les deux côtés BO, BC, sont éganx aux deux AC, BC ; 
l’angle compris par les premiers OBC est égal à l’angle 
compris par les seconds ACB. Donc les deux triangles 
BOC, ACB, ont les autres parties égales * , et on a *»*• 
l’angle OCB = ARC : mais l'angle ABC, par hypothèse, 

= ACB; «lonc on aurait OCB=ACB, ce qui est im- 
possible ; donc on ne peut supposer AB différent de 
AC; «lonc les côtés AB, AC, opposés aux angles égaux 
B et C, sont égaux. 

Scho/ie. La môme démonstration prouve que l’angle 
BAD = DAC, et «pie l'angle BDA = ADC. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc l'arc mené du som- 
met d'un triangle isoscclc au milieu de sa base est 
perpendiculaire à cette base, et divise l'angle du som- 
met en deux parties égales. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle sphérique ARC, si l'angle A l3a - 
est plus grand que f angle R , le côté BC opposé 
à l'angle A sera plus grand que le côté AC op- 
posé à l’angle B ; réciproquement , si le côté BC 
est plus grand que CA , l'angle A sera plus grand 
que 1 angle B. 

i° Soit l’angle A>B, faites l’angle BAD=B, vous 
aurez AD=DB * : mais AD + DC est plus grand que * «s. 
AC ; à la place de AD mettant DB , on aura DB DC 
ou BC>AC. 

>a° Si on suppose BC>AC, je dis que l’angle BAC 
sera plus grand que ABC : car , si BAC était égal à 
ABC, on aurait BC=AC ; et si on avait BAC < ABC, 
on aurait par ce «pii vient d’être démontré BC < AC ; * 
ce qui est contre la supposition. Donc l’angle BAC 
est plus grand que ABC. . .. ..... . 


Digitized by Google 


ai8 


GEOMETRIE. 


proposition xvir. 

* 

THEOREME. 

* . ... 

fig. î33. gi l es deux côtés AB, AC , du triangle sphé- 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
du triangle DEl*’ tracé sur une sphere égale , si 
en môme temps f angle A est plus grand que 
l’angle T), je dis que le troisième côté BC du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisième 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
tic la prop. x, livre i. 

PROPOSITION XVIII. 

PROBLÈME. 

Si deux triangles tracés sur la même sphere 
ou sur des spheres égales sont équiangles entre 
eux , ils seront aussi équilatéraux. 

Soient A et 13 les deux triangles donnés, P et Q leurs • 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 
les triangles A et B, les côtés seront égaux dans les po- 

* io. laires P et Q * : mais de ce que les triangles P et Q sont 

équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu’ils sont aussi 

* '4 équiangles * ; enfin , de ce que les angles sont égaux 
*io. dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les côtés sont 

égaux dans leurs polaires A et B. Donc les triangles 
équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 

entre eux. • • * 

On peut encore démontrer la même proposition 
sans le secours des triangles polaires, 
fie. i34. Soient ABC , DEF , deux triangles équiangles entre 
eux , de sorte qu’on ait A=dD', B—E , Gt=F ; je dis 
qu’on aura le côté AB=DE, AG=DF, jBC=EF. j*-. 


N 
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Sur le prolongement des côtés AB, AC, prenez AG 
= DE, et AH==DF ; joignez GH et prolongez les arcs 
BC, GH , jusqu'à ce qu ils se rencontrent en 1 et K. 

Les deux côtés AG , AH , sont par construction 
égaux aux deux DF, DE ; l’angle compris GAHrrBAC 
=EDF; donc * les triangles AGH, DEF, sont égaux * 
dans toutes leurs parties, donc l’angle AGH=ÜEF 
=ABC, et l’angle AHG = DFE= ACB. 

Dans les triangles IBG, KDG, le côté BG est com- 
mun, l’angle IGB = GBK ; et puisque IGB-+- BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK-l-IBG, il s’ensuit 
que BGK=IBG. Donc les triangles IBG, GBK, sont 
égaux*, donc IG =J3K, et IB=GK. • 

Pareillement, de ce que l’angle AHG=ACB, on 
conclura que les triangles ICH , HCk, ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux ; 
donc IH = CK, et HK=:1C. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les 
égales CK , IH, les restes BC , GH , seront égaux. D’ail- 
leurs l’angle BCA= A HG , et l’angle ABC— AGH. 
Donc les triangles ABC, AHG, ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc Ils sont égaux : 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle AHG ; donc il est égal aussi au triangle 
ABC, et on aura AB=rDE, AGc=DF, BCmEF ; 
donc , si deux triangles sphériques sont équiangles 
entre eux, les côtés opposés aux angles égaux seront 

Scholie. Cette proposition n’a pas lieu dans les 
triangles rectilignes , où de légalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
il est aisé de rendre compte de la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles sphériques. Dans la proposition présente , 
ainsi que dans les prop. xn, ran, xrv et xvu, où 
ih-s’agit de b comparaison des triangles, il est dit 
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expressément que ces triangles, sont tracés sur la 
même sphère ou sur «les sphères égales. Or les art* 
semblables sont proportionnels aux rayons ; donc , 
sur des spheres égales , deux triangles ne peuvent 
être semblables sans être égaux. 11 n’est donc pas 
surprenant que 1 égalité des angles entraîne l'égalité 
des côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient traces 
sur des spheres inégales; alors les angles étant égaux, 
les triangles seraient semblables , et les côtés homo- 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
spheres. 

PROPOSITION XIX. 

* « THÉORÈME. 

La somme des angles de tout triangle sphé- 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux angles droits. 

Car i° chaque angle d’un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits {voyez le scholie ci- 
apr'es ); donc la somme des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

a° La mesure «le chaque angle d’un triangle sphé- 
rique est égale à la demi -circonférence moins le côté 

* io. correspondant du triangle polaire*; donc la somma 

des trois angles a pour mesure trois demi -circonfé- 
rences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette derniere somme est plus petite qu'une cir- 

* 4 . conférence * ; donc , en la retranchant de trois demi- 

circonférences, le reste sera plus grand quune demi- 
circonférence , qui est la mesure de deux angles 
droits; donc 2 ° la somme des trois angles d’un triangle 
sphérique est plus grande que deux angles droits. 

Corollaire I. La somme des angles d’un triangle 
sphérique n’est pax constante. comme celle des t*i- 
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angles rectilignes ; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu’à six, sans pouvoir être égale à l’une ni à l’autre 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître 
le troisième. 

Corollaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est bi-rectangle , c’est-à-dire £g- »3:>. 
s’il a deux angles droits B et C , le sommet A sera le 
pôle de la base BC * ; et les côtés AB, AC, seront des * & 
quadrants. 

Si en outre l’angle A est droit , le triangle ABC sera 
tri-rectangle , ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri - rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphere ; c’est ce que l’on 
voit par la fig. 236 , en supposant l’arc MN égal à un 
quadrant. 

Sc/tolie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré- 
cédé, et conformément à la définit, vi, que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi -circonférence ; alors il s’ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles droits : 
car, si le côté AB est moindre que la demi-cïrconfé- fig. 
rence, ainsi que AC, ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
ABC , CBD , pris ensemble , valent deux angles droits ; 
donc l'angle ABC tout seul est moindre que deux 
angles droits. 

Nous observerons cependant qu’il existe des trian- 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grands 
que la demi - circonférence , et certains angles plus 
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AC en une circonférence entière ACE, ce qui 
reste, en retranchant de la demi -sphere le triangle 
ABC, est un nouveau triangle, qu’on peut désigner 
aussi par ABC, et dont les côtés sont AB, BC, AEC. 
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On voit donc que le côté AEC est plus grand que la 
demi-circonférence AED ; mais en meme temps l'an- 
gle opposé en D surpasse deux angles droits de la 
quantité CBD. 

Au reste si on a exclu de la définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands , c’est que 
leur résolution ou la détermination de leurs parties 
se réduit toujours à celle des triangles renfermés dans 
la définition. En effet on voit aisément que si on 
connaît les angles et les côtés du triangle ABC, on 
connaîtra immédiatement les angles et les côtés du 
triangle qui est le reste de la demi-spliere. 

■ 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

i3G - Le fuseau AMBN A est à la surface de la sphere 

comme l’angle MAN de ce fuseau est à quatre 
angles droits, ou comme l'arc MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d’abord que l’arc MN soit à la cirçon- 
férenoe MNPQ dans un rapport rationnel, par exem- 
ple, comme 5 est à 48- On divisera la circonférence 
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5 ; 
joignant ensuite le pôle A et les poipts de division 
par autant de quarts de circonférence, on aura 48 tri- 
angles dans la demi-sphere AMNPQ, lesquels seront 
tous égaux entre eux, puisqu'ils auront toutes leurs 
parties égales. La sphere entière contiendra donc 9Ü 
de ces triangles partiels , et le fuseau AMBN A en con- 
tiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphere comme 10 
est à 96, ou comme 5 est à 48, c’est-à-dire comme 
l’arc MN est à la circonférence. 

Si l’arc MN n’est pas coinmensurablc avec la cir- 
conférence, on prouvera par le même raisonnement 
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dont on a déjà vu beaucoup d’exemples, que le fuseau 
est toujours à la spliere comme l’arc MN est à la cir- 
conférence. 

Corollaire I. Deux fuseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière 
de la spliere est égale à huit triangles tri-rectangles * ; ,3 ' 
donc, si faire d’un de ces triangles est prise pour 
l'unité, la surface de la spliere sera représentée par 8. 

Cela posé , la surface du fuseau dont l’angle est A sera 
exprimée par 2 A (si toutefois l’angle A est évalué 
.jen prenant l’angle droit pour unité) ; car on a aA : 8 
(•:: A: 4- Il y a donc ici deux unités différentes ; l’une 
pour les angles, c’est l’angle droit ; l’autre pour les 
surfaces, c’est le triangle sphérique tri-rectanglé, ou 
celui dont tous les angles sont droits, et les côtés des 
quarts de circonférence. 

Scholie. L’onglet sphérique compris par les plans 
AMB, ANB, est au solide entier de la sphere comme 
l’angle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux , les onglets sphériques seront pareille- 
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
eux comme les angles formés par les plans qui les 
comprennent. 

PROPOSITION XXI. , 

, » « 

THÉORÈME. 

Deux triangles sphériques symmétriques sont 
égaux en surface. 

Soient ABC, DEF deux triangles symmétriques , £ s- 
c’est-à-dire deux triangles qui ont les côtés égaux, AB 
= DE, AC = DF, CB = EF, et qui cependant ne, 
pourraient être superposés ; je dis que la surface ABC 
est égale à la surface DEF. ) • . 


Digitized by Google 



GEOMETRIE. 


u4 

Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par les 
trois points A, B, C (i) ; de ce point soient menés les 
* C arcs égaux * PA , PB , PC ; au point F faites l'angle 
DFQ = ACP, l’arc FQ = CP, et joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF, FQ, sont égaux aux côtés AC, CP; 
l'angle DFQ — ACP ; donc les deux triangles DFQ, 

• ACP, sont égaux dans toutes leurs parties* ; donc le 
côté DQ=AP, et l’angle DQF = APC. 

Dans les triangles proposés DFE, ABC, les angles 
DFE, ACB, opposés aux côtés égaux DE, AB, étant 

• h. égaux *, si on en retranche les angles DFQ, ACP, 

égaux par construction, il restera l'angle QFE égal à 
PCB. D'ailleurs lbs côtés QF , FE, sont égaux aux"* 
côtés PC, CB; donc les deux triangles FQE, CPB, 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le côté 
QE=PB, et l’angle FQE=CPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ, 
ACP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun, sont 
en même temps isosceles, on verra qu’ils peuvent s’ap- 
pliquer lun sur l’autre; car, ayant placé PA sur son 
égal QF, le côté PC tombera sur son égal QD, et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul : 
donc ils sont égaux, donc la surface DQF = APC. 
Par une raison semblable la surface FQEnrCPB, et 
la surface DQE= APB ; donc on a DQF FQE — 
DQE=APC+CPB — APB; ou DFE = ABC ; donc 
les deux triangles symmétriques AUC, DEF, sont 
égaux en surface. 

Scho/ie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC , DEF ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 

(i) Le cercle qui passe par les trois points A, B, C, ou qui 
est circonscrit su triangle ABC, ne peut être qu’un petit cercle 
de la spbere ; car, si c’était un grand cercle , les trois côtés AB , 
UC , AC , seraient situés dans un même plan , et le triangle ABC 

• * sc réduirait à un de ses côtés. 

■ 
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en composer le triangle DEF, et pareillement il fau- 
drait ajouter les trois triangles APC, CPB, APB, pour 
en composer le triangle ABC; d'ailleurs la démonstra- 
tion et la conclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXII. 


THÉORÈME. 

Si deux grands cercles AOB , COD , se coupent fi g . st*. 
comme on voudra dans l' hémisphère AOCBD , 
la somme des triangles opposés A OC, BOI) , sera 
égale au fuseau dont l'angle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB, OD, dans l’autre 
hémisphère jusqu’à leur rencontre en N, OBN sera 
une demi-circonférence, ainsi que AOB ; retranchant 
de part et d’autre OB , on aura BN = AO. Par une' 
raison semblable on a DN = CO , et BD = AC ; donc 
les deux triangles AOC , BDN, ont les trois côtés égaux; 
d’ailleurs Leur position est telle qu’ils sont symmétri- 
ques l’un de l’autre; donc ils sont égaux en surface*, • 31 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équivalente 
au fuseau OBN DO dont l’angle est BOD. 

Scholie. Il est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOC , 

BOD , prises ensemble , équivalent à l'onglet sphé- 
rique dont l'angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

La surface d’un triangle sphérique quelconque 
a pour mesure l’excès de la somme de ses trois 
angles sur deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé ; prolongez çes côtés fig *3$>. 

Huit. édit. i5 
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jusqu'à ce qu’ils rencontrent le grand cercle DEFG , 
mené comme on voudra hors du triangle. En vertu du 
théorème précédent, les deux triangles ADE, AGH, 
pris ensemble, équivalent au fuseau dont l'angle est 
* 20 A, et qui a pour mesure 2 A* : ainsi on aura ADE-+- 
AGH = aA; par une raison semblable BGF -f- BID 
= 2 B, C1H -4-CFE = 2 C. Mais la somme de ces six 
triangles excode la demi - spbere de deux fois le tri- 
angle ABC , d’ailleurs la demi-sphere est représentée 
par 4 ; donc le double du triangle ABC est égal à 2 A 
-f- îB + îC — 4, et par conséquent ABC = A B 
-+- C — 2 ; donc un triangle sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

' Corollaire I. Autant il y aura d’angles droits dans 
cette mesure , autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de spbere 
•ao. qui sont l’unité de surface*. Par exemple, si les angles 
sont égaux chacun aux ± d’un angle droit , alors les 
trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle 
proposé sera représenté par 4 — a ou a ; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de la 
surface de la spbere. 

Corollaire II. Le triangle sphérique ABC est équi- 
valent au fuseau dont l'angle est — 1 ; de 

même la pyramide sphérique , dont la base est 
ABC , équivaut à l’onglet sphérique dont l’angle 
A + B+C 

est 1 . 

a 

Scholie. En même temps qu’on compare le triangle 
sphérique ABC au triangle tri - rectangle , la pyra- 
mide sphérique qui a pour hase ABC se compare avec - 
la pyramide tri - rectangle , et il en résulte la même 
proportion. L’angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même avec l’angle solide au sommet 
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai-. 
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son s’établit par la coïncidence des parties. Or, si 
les bases des pyramides coïncident, il est évident que 
les pyramides elles -mêmes coïncideront, ainsi que 
les angles à leur sommet. De là résultent plusieurs 
conséquences. 

i° Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
entre elles comme leurs bases ; et , puisqu’une pyra- 
mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra- 
mides triangulaires , il s’ensuit que deux pyramides 
sphériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 

2° Les angles solides au sommet des mêmes pyra- 
mides sont égalemeut dans la proportion des bases ; 
donc , pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques , il faut placer leurs sommets au centre de deux 
spheres égales , et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones sphériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L’angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle, qu’on peut appeler angle solide droit , est très- 
propre à servir d’uuité de mesure aux autres angles 
solides. Cela posé , le même nombre qui donne l’aire 
du polygone sphérique donnera la mesure de l’angle 
solide correspondant. Par exemple, si l’aire du poly- 
gone sphérique est y , c’est-à-dire s’il est les -J du. 
triangle tri - rectangle , l’angle solide correspondant 
sera aussi | de l’angle solide droit. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 

La surface d’un polygone sphérique a pour 
mesure la somme de ses angles, moins le pro- 
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(luit de deux angles droits par le nombre des 
cotés du polygone moins deux. 

Cg »<o- D’un même sommet A soient menées à tous les 
autres sommets les diagonales AC, AD; le polygone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu’il a de côtés. Mais la surface de chaque tri- 
angle a pour mesure la somme de ses angles moins 
deux angles droits, et il est clair que la somme de tous 
les angles des triangles est égale à la somme des angles 
du polygone : donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles diminuée d’autant de fois deux 
angles droits qu’il a de côtés moins deux. 

iScho/ie. Soit s la somme des angles tl'un polygone 
sphérique, n le nombre de ses côtés; l’angle droit 
, étant supposé l’unité , la surface du polygone aura 
pour mesure s — a ( n — 2) ou s — 2«-+- 4. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Soit S le nombre des angles solides tf un polyèdre , H le 
nombre de ses faces , A le nombre de ses arêtes ; je dis qu on 
aura toujours S + H = A+l. 

Prenez an-dedans du polyèdre un point d’où vous mène- 
rez des lignes droites aux sommets de tous ses angles ; ima- 
ginez ensuite que du même point comme centre on décrive 
une surface sphérique qui soit rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points ; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles , de manière à former sur la surface de la 
sphère des polygones correspondants et en même nombre 
fig. »4o. avec les faces du polyèdre. Soit ABCDE un de ces polygones 
et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — on -J-/. , 
t étant la somme des angles A , B , C , D , E. Si on évalue 
semblablement la surface de chacun des autres polygones 
sphériques , et qu’on les ajoute toutes ensemble , on en con- 
clura que leur somme, ou la surface de la sphère représentée 
par 8 , est égale à la somme de tous les angles des polygones. 
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moins deux fois le nombre de leurs côtés , plus f, pris autant 
de fois qu’il y a de faces. Or , comme tous les angles qui 
s’ajustent autour d'un même point A valent quatre angles 
droits , la somme de tous les angles des polygones est égale 
à 4 pris autant de fois qu’il y a d’angles solides ; elle est 
donc égale à 4S. Ensuite le double.du nombre des côtés AB , 

BC , CD , etc. est égal au quadruple du nombre des arêtes 
ou= 4 A , puisque la même arête sert de côté à deux faces : 
donc on aura 8 — 4 S — 4X-+- 4 H» ou , en prenant le quart 
de chaque membre, a = S — A -J- H; donc S 4- 11 = A -J- 2. 

Corollaire. 11 suit de là que la somme des angles plans 
qui forment les angles solides d un polyèdre est égale à au- 
tant défais quatre angles droits qu'il y a d’unités dans S— -'J , 

S étant le nombre des angles solides du polyèdre. 

Car , si on considéré une face dont le nombre de côtes 
est n , la somme des angles de celte face sera in — 4 angles 
droits*. Mais la somme de tous les a/i, ou le double du nom- • < u 

bre des côtés de toutes les faces, =4^ 1 et 4 pris autant de 
fois qu'il y a de faces = 4H; doue la somme des angles de 
toutes les faces= 4 A. — 4 1 1 . Or, par le théorème qu’on vient 
de démontrer, on aA — H = S — a, et par conséquent 4 A 
— 4 H =4 (S — a). Donc la somme des angles plans , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

, „ * 

THEOREME. 

De tous les triangles sphériques formés avec deux côtés pl. il. 
donnés CB , CA , et un troisième à volonté , le plus grand 
ABC est celui dans lequel l'angle C , compris par les côtés 
donnés , est égal à la somme des deux autres angles A et B. 

Prolongez les deux côtés AC , AB , jusqu'à leur rencontre 
en D , vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l'angle DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
angles BI)C , BCD : car BCD -1- BCA étant égale à deux 
angles droits, ainsi que CBA -f-CBD , on a BCÜ-f- BCA = 
CBA-f-CBD ; ajoutant de part et d’antre BDC = BAC, on 
aura BCD -f- BCA -f- BDC := CB A -f- CBD BAC. Or, par 

hypothèse, BCA=CBA+BAC; donc CBD = BCD BDC. 
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Menez BI qui fasse l'angle CBI = BCD, et par suite IBII 
= IÎDC jles deux triangles 1HC , 1BD , seront isoseeles , et on 
aura IC = IB — ID. Donc le point I , milieu de BC , est à 
égale distance des trois points B , C , D : par une raison sem- 
blable le point O , milieu de AB , sera également distant 
des trois points A , B , C: 

'T- Soit maintenant CA’ = C A et l'angle BCA' > BCA ; si l’on 
. joint A'B, et qu'on prolonge les arcs A'C, A'B , jusqu'à 
leur rencontre en D', l'arc D'CA' sera une demi-circonférence 
ainsi que DCA ; donc puisqu'on a CA' = CA , on aura aussi 
CD':= CD. Mais dans le triangle CID', on a CI -J-ID'> CD'; 
donc ID'>CD — CI, ou ID'>ID. 

Dans le triangle isosccie CIB divisons l'angle du sommet I 
en deux également par. l'arc EIF qui sera perpendiculaire 
sur le milieu de BC- Si on prend un point I, entre I et F., la 
distance BL , égale à LC , sera moindre que BI ; car on peut 
démontrer, comme dans la prop. ix,liv. i, qu’on a BL-f- 
LC<BI-J-IC ; donc en prenant les moitiés départ et d'autre, 
on aura BL<BI. Mais dans le triangle D'LC on a D'L>D’C 
— CL , et à plus forte raison D'L > DC— rCI , ou D'L > DI , 
ou D'L>BI , ou D'L>BL. Donc si on cherche sur l’arc 
EIF un point également distant des trois points B^ C, D', 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
El vers F. Soit l' le point cherché , en sorte qu'on ait D’ I' 
= BI'=CI'; les triangles I'CB , I’CD', I'BD', étant isoseeles, 
on aura les angles égaux I'BC=I'CB , I'BD'=I'D'B , I’CD' 
= I'D'C. Mais les angles D'BC-|-CBA' valent deux angles 
droits, ainsi que D'CB-pBCA' ; donc 

D'BI’ -f- I’BC -f- CBA'= a , 

BCI' — I'CD' -f BCA' = a. 

. Ajoutant les deux sommes et observant qu'on a I'BC=BCI' 
et D'BI'— I'CD'=BDT— l'D'C = Cl>'B = CA'B, on aura 
2 l'BC + CA'B-ECBA'-4-BCA'=r 4-, 

Donc CA'B-l-CBA'-f-BCA' — a (mesure de l’aire du trian- 
gle A'BC ) = a — al'BC ; de sorte qu’on a aire A'BC — a — 
a angle I'BC ; semblablement dans le triangle ABC , on au- 
rait aire ABC = a — a angle IBC. Or, on a démontré qnc 
l’angle I'BC est plus grand que IBC ; donc l'aire A'BC est 
plus petite que ABC. . 
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La même démonstration et la même conclusion auraient fig. i<5, 
lieu, si, en prenant toujours l’arc CA'=:CA , on faisait 
l’angle BCA'<BCA ; donc ABC est le triangle le plus grand 
entre tous ceux qui ont deux côtés donnés et le troisième à 
volonté. 

Scholie I. Le triangle ABC , le plus grand entre tous ceux fi g . *4.. 
qui ont deux côtés donnés CA , CB , peut être inscrit dans 
un demi-cercle dont la corde du troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de AB , on a vu que les dis- 
tances OC , OB , sont égales; donc la circonférence de petit 
cercle décrite du point O comme pôle et de l’intervalle OB 
passera par les trois points A , B , C. De plus la ligne droite 
BA est un diamètre de ce petit cercle ; car le centre qui doit 
se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de l’arc du grand cercle* BOA, se trouvera nécessai- *pr •, 
rement dans l’intersection de ces deux plans qui est la droite cor - 4 - 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Dans le triangle ABC , l’angle C étant égal à la somme 
des deux autres A et B , il s'ensuit que la somme des trois 

' angles est double de l’angle C. Mais cette somme est tou- ■ 

jours plus grande que deux angles droits* ; donc l’angle C * , 9 . 
est plus grand qu’un droit. 

III. Si l’on prolonge les côtés CB , CA , jusqu’à leur ren- 
contre en E , le triangle BAE sera égal au quart de la surface 
de la sphere. Car l’angle E = C = ABC -f-CAB ; donc les 
trois angles du triangle BAE équivalent aux quatre ABC , 

ABE, CAB, BAE dont la somme est égale à quatre angles 
droits ; donc la surface du triangle BAE* = /, — 2=2, «a;, 
qui est le quart de la surface de la splicre. 

IV. Il n’y aurait pas lieu à maximum si la somme des deux 
côtés donnés CA , CB , était égale ou plus grande que la 
demi-circonférencc d’un grand cercle. Car puisque le trian- 
gle ABC doit être inscrit dans un dcmi-cercle de la sphere, 
la somme des deux côtés CA , CB , sera moindre que la 
demi-circonférence BCA*, et par conséquent moindre que lu « 3 
demi-circonférence d’un grand cercle. 

La raison pourquoi il n’y a pas de maximum , lorsque la 
somme des deux côtés donnés est plus grande que la denii- 
«irconférence d’un grand cercle , c’est qu’alors le triangle 
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augmente de plus en plus à mesure que l'angle compris par 
les cotés donnés est plus grand ; enfin lorsque cet angle sera 
égal à deux droits , les trois côtés seront dans un même 
. plan , et formeront une circonférence entière ; le triangle 
sphérique deviendra donc égal à la demi - sphere , mais il 
cessera alors d’étre triangle. 

PROPOSITION XXVII. 

xnionÎME. 

De tous les triangles sphériques formés aecc un côté donné 
et un périmètre donné , le plus grand est celui dans lequel 
tes deux côtés non déterminés sont égaux. 

Ég- Soit Ail le côté donné commun aux deux triangles ACB, 

ADB , et soit AC 4- CB = A D -f- DB ; je dis que le triangle 
isoscele ACB , dans lequel AC = CB, est plus grand que le 
non-isoseele ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit 
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC. 
L’angle CBA égal à CAB , est plus grand que OAB ; ainsi 
* 16. le côté AO est plus grand que OBf ; prenez OlmOB, faites 
*ai. OK = OD , et joignez Kl ; le triangle OKI sera égal à DOB*. 
Si on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI 
soit plus petit que OAC , il faudra qu’il soit égal ou plus 
grand; dans l’un et l’autre cas, puisque le point I est entre 
les points A et O , il faudra que le point K soit sur OC pro- 
longé , sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le 
triangle CAO , et par conséquent plus petit. Cela posé , le 
plus court chemin de C en A étant CA, on a CK 4- Kl 4- 
IA > CA. Mais CK = OD — CO , A 1= AO — OB , Kl = BD; 
doncOD- — CO -f- AO— OB-pBD>CA, et en réduisant AD 
— CB-f-BD>CA , ou AD 4- BD > AC + CB. Or cette iné- 
galité est contraire à l’hypothcse AD 4- BD — AC 4- OB ; 
donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de OC; 
donc il tombe entre O et C , et par conséquent le triangle 
KOI , ou son égal ODB , est plus petit que A CO ; donc le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le non isoscele ADB 
de même base et de même périmètre. 

Scholie. Ces deux dernières propositions sont analogues 
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aux propositions i et m deTappendice an liv. iv; ainsi on 
peut en tirer , par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectilignes. 

Voici les principales : 

i° De tous les polygones sphériques isopérimetres et d’un, 
rrteme nombre de côtes , le plus grand est un polygone équi- 
latéral. 

a° De tous les polygones sphériques formés avec des côtes 
donnés et un dernier à volonté , le plus grand est celui qu’on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre. Il faut , pour la possibilité de 
la solution , que la somme des côtés donnés soit moiudre 
qu’une demi-circonférence de grand cercle. 

3° Le plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés , est celui qu'on peut inscrire dans un cercle 
de la sphere. 

If Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
meme périmètre et le même nombre de côtés , est celui qui 
a ses angles égaux et ses côtés égaux. 

Toutes les propositions de maximum concernant les po- 
lygones sphériques s’appliquent aux angles solides dont ers 
polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et VII. 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

I jl ne peut y avoir que cinq polyèdres rt : gulicrs. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont tontes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les 
angles solides Bout égaux entre eux. Ces conditions ne peu- 
vent avoir lieu que dans un petit nombre de cas. 

I* Si les faces sont des triangles équilatéraux , on peut 
former chaque angle solide du polyèdre avec trois nngles 
de ces triangles , ou avec quatre , ou avec cinq : de là naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre , l’octaèdre , et 
l'icosaèdre. On n’en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits , et ne peuvent former 
S d’angle solide*. 

a” Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; et de là résulte l’hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits, et 
ne peuvent former d’angle solide. 

3° Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones 
réguliers valent quatre angles droits , et trois d’heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec des pentagones. • 

Seholic. On va prouver dans kt proposition suivante que 
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ces cinq polyèdres existent réellement , et qu’on peut en 
déterminer toutes les dimensions lorsqu’on connaît une de 
leurs faces. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

Etant donnée l'une des faces d’un polyèdre régulier , ou 
seulement son côté , construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus suc- 
cessivement. 

Construction du tétraèdre. 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faces *0* 
du tétraèdre; au point O, centre de ce triangle, élevez OS 
perpendiculaire au plan ABC ; terminez cette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS — AB ; joignez SB , SC , et la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause des distances égales OA , OB , OC , les obli- 
ques SA , SB , SC , s’écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L’une d'elles SA=r AB; donc les 
quatre faces de la pyramide SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné ABC. D’ailleurs les angles solides de celte 
pyramide sont égaux entre eux , puisqu’ils sont formés cha- 
cun avec trois angles plans égaux; donc cette pyramide est 
un tétraèdre régulier. 

Construction de l'hexaèdre. 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD construi- fig avi- 
sez un prisme droit dont la hauteur AE soit égale au côté 
AB. Il est clair que les faces de ce prisme sont des qnarrés 
égaux , et qne ses angles Solides sont égaux entre eux comme 
étant formés chacun avec trois angles droits; donc ce prisme 
est nh hexaèdre régulier ou cube. 

Construction de l'octaèdre. 

Soit ARfB un triangle équilatéral donné-: sur le côté AB %• >4î. 
décrivez le quarre ABCD ; au point O , centre de ce quarré , 
élevez sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part 
et d'autre en T et S, de maniéré que OT = OS = AO; 
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joigne* ensuite SA , SB , TA , etc. , vous aurez un solide 
SABCDT , composé de deux pyramides quadrangulaires 
SABCI) , TABCÜ , adossées par leur base commune ABCD; 
ce solide sera l'octaèdre régulier demandé. 

En effet le triangle AÜS est rectaugle en O , ainsi que le 
triangle AOD ; les côtés AO , OS , OD , sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux, donc AS sm Al). On démontrera 
de même que tous les antres triangles rectangles AOT, BOS, 
COT, etc. , sont égaux au triangle AOÛ ; donc tous les 
côtés AB , AS , AT , etc. sont égaux entre eux , et par con- 
séquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles 
égaux au triangle équilatéral donné ABU. Je dis de plus que 
les angles solides du polyèdre sont égaux entre eux : par 
exemple , l'angle S est égal à l’angle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle 
DAC , et qn 'ainsi l'angle ASC est droit ; donc la figure 
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais si on com ■ 
pare la pyramide BASCT à la pyramide S ABCD , la base 
ASCT de la première peut se placer sur la base ABCD de la 
seconde; alors le point O étant un centre commun, la hau- 
teur OB de la première coïncidera avec la hauteur OS de la 
seconde, et les deux pyramides se confondront en une seule; 
donc l'angle solide S est égal à l'angle solide B; donc le so- 
lide SABCDT est un octaèdre régulier. 

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont per- 
pendiculaires entre clics et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de ccs droites seront le» sommets d'un octaèdre 
régulier. 

Construction dn dodécaèdre. 

Gg. 146. Soit ABCDE un pentagone régulier donné ; soient ABP, 
CBP , deux angles plans égaux à l'angle ABC : avec ces angles 
plans formez l’angle solide B , et déterminez par la propo- 
sition xxiv, livre v, l’inclinaison mutuelle de deux de ces 
plans , inclinaison que j’appelle K. Formez semblablement 
aux points C, D, E, A, des angles solides égaux à l'angle 
solide B , et situés de la même maniéré : le plan CBP sera le 
même avec le plan BCG , puisqu'ils sont inclinés l’un et 
l'autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut 
donc dans le plan PBCG décrire le pentagone BCGFP égal 
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au pentagone ABCDE. Si on fait de même dans chacun de* 
autres plan» CDI , DEL , etc. , on aura une surface convexe 
PFGH , etc. composée de six pentagones réguliers égaux et 
inclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pfgh', etc. une seconde surface égale à PFGH , etc. , je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunie* de mauicre a 
ne former qu'une seule surface convexe continue. En effet 
l'angle opf , par exemple, peut se joindre aux denx angles 
OPB , BPF , pour faire un angle solide P égal a l’angle B; et 
dans cette jonction il ne sera rien changé à l’inclinaison des 
plans BPF , BPO , puisque cette inclinaison est telle qu'il le 
faut pour la formation de l'angle solide. Mais en même temps 
que l'angle solide P se forme, le càté pf s'appliquera sursoit 
égal PF, et au point F se trouveront réunis trois angles 
plans PFG , pfe , rfg , qui formeront un angle solide égal à 
chacun des angles déjà formés ; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l’état de l'angle P , ni à celui de la surface 
rfgh , etc. ; car les plans PFG , rfp , déjà réunis en P , ont 
entre eux l’inclinaison convenable K , ainsi que les plans 
rfg , efp. Continuant ainsi de proche en proche , on voit 
que les deux surfaces s’ajusteront mutuellement l’nnc avec 
l’autre, pour ne former qu’une seule surface continue et ren- 
trantc sur elle-même : cette surfaC'* sera celle d'un dodé- 
caèdre régulier , puisqu’elle est composée de douze penta- 
gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont 
égaux entre eux. 

Construction de C icosaèdre. 

Soit ABC une de scs faces ; il faut d’abord former un g 
angle solide avec cinq plans égaux au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun snr son adjacent. Pour cela , sur le 
côté B'C', égal à BC, faites le pentagone régulier B'C'H'I'D'; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi- 
culaire , que vous terminerez en A' de maniéré que B' A'~ 
B'C' j joignez A’C', A'H', A'I', A'D', et l’angle solide A', 
formé par les cinq plans B'A'C' , C'A'H' , etc. , sera l’angle 
solide requis. Car les obliques A'IV, A'C', rtc. sont égales, 
l’une d’elles A'B' est égale au cité B*.C’, donc tous ^es 
triangles B'A'C', C'A'H', etc. sont égaux entre eux et au 
triangle donné ABC. ' . 
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Il est visible d’ailleurs que les plans B'A'fc', C'A' II', etc. 
sont également inclinés chacun sur son adjacent ; car les 
angles solides B', C', etc. sont égaux entre eux , puisqu’ils 
sont formés chacun avec deux angles de trialigles équilaté- 
raux et un de pentagone régulier. Appelons K l’inclinaison 
des deux plans où sont les angles égaux , inclinaison qu’on 
peut déterminer par la proposition xxiv, liv. v; l’angle K 
sera en même temps l’inclinaison de chacun des plans qui 
com[>oseiit l’angle solide A' sur son adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A, B, C , des angles solides 
égaux chacun à l’angle A' , on aura une surface convexe 
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéraux , dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K; et les 
angles D, E, F, etc. de son contour réuniront alternative- 
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
ne* une seconde surface égale à la surface L)KFG , etc. ; ces 
deux surfaces pourront s’adapter mutuellement , en joignant 
chaque angle triple de l’une à un angle double de l’autre ; 
et, comme les plans de ces angles ont déjà entre eux l’incli- 
naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 
égal à l’angle A , il ne sera rien changé dans^cette jonction à 
l’état de chaque surface en particulier, et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue , composée de vingt 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de l’icosaèdre 
régulier , puisque d’ailleurs tous les angles solides sont 
égaux entre eux. . 

PROPOSITION III. 


Trouver l'inclinaison de deur faces adjacentes d'un po- 
lyèdre régulier. 

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construc- 
tion qui vient d’étre donnée dés cinq polvèdres réguliers ; à 
quoi il faut ajouter la proposition xxiv , liv. v, par laquelle 
étant donnés les trois angles plans qui forment un angle 
solide , on détermine l’angle que deux de ces plans font 
entre eux. 

î*3. Dans le tétraèdre. Chaque angle solide est formé de trois 
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angles de triangles équilatéraux : il faut donc chercher par 
le problème cité l'angle que deux de ces plans font entre 
eux , cet angle sera l'inclinaison de deux faces adjacentes 
du tétraèdre. 

Dans l'hcraèdre. L'angle de deux faces adjacentes est un tg 344. 
angle droit. 

Dans l'octaèdre. T'orniez un angle solide arec deux an- fig. » 45 . 
gles de triangles équilatéraux et un angle droit , l’inclinai- 
son des deux plans où sont les angles des triangles sera 
celle de deux faces adjacentes de l’octacdre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec fig. 14G. 
trois angles de pentagones réguliers; ainsi l'inclinaison des 
plans de deux de ces angles sera celle de deux faces adja- 
centes du dodécaèdre. 

Dans l'icosaèdre. Formez un angle solide avec deux an- fi g . 347. 
glcs de triangles équilatéraux et un angle de péntagone ré- 
gulier , l'inclinaison des deux plans où sont les angles des 
triauglcs sera celle de deux faces adjacentes de l'icosaèdre. 

PROPOSITION IV. 

• PROBLEME. 

Etant donné- le cité d'un polyèdre régulier , trouver le 
rayon de la sphere inscrite et celui de la sphere circons- 
crite au polyèdre. 

Il faut d’abord démontrer que tout polyèdre régulier peut 
être inscrit dans la sphere , et qu'il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté commun à deux faces adjacentes , soient g». *4*. 
C et E les centres de ces deux faces , et CD , ED , les perpendi- 
culaires abaissées de ces centrer sur le côté commun AB, 
lesquelles tomberont au point D, milieu de ce côté. Les deux 
perpendiculaires CD, DE, font entre elles un angle connu, 
qui est égal à l’inclinaison de deux faces adjacentes déter- 
minée par le problème précédent. Or si, dans le plan CDE, 
perpendiculaire à AB, on mene sur CD et ED les perpendi- 
culaires indéfinies CO et EO, qui se rencontrent en O, je 
dis que le point O sera le centre de la sphere inscrite et 
celui de la sphere circonscrite ; le rayon de la première 
étant OC , et celui de la seconde OA. • . 
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En effet , puisque les apothèmes CD , DE , sont égales, et 
l'hypoténuse DO commune , le triangle rectangle CDO est - 
*!*>'• égal au triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC 
est égale à la perpendiculaire OE. Mais AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à 
* *'»®- CDE* , ou CDE à ABC ; d'ailleurs CO , dans le plan CDE, 
est perpendiculaire à CD , intersection commune des plans 
•* ,8 -5- CDE, ABC; donc CO* est perpendiculaire au plan ABC. 
Par la même raison EO est perpendiculaire au plan ABE; 
donc les deux perpendiculaires CO , EO , menées aux plans 
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres faces 
adjacentes quelconques , l'apothème CD restera toujours de 
Ja même grandeur , ainsi que l'angle CDO, moitié de CDE; 
donc le triangle rectangle CDO et son côté CO seront égaux 
pour toutes les faces du polyèdre ; donc, si du point O 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphere , cette 
splierc touchera toutes ies faces du polyèdre dans leurs 
centres (car les plans ABC , ABE , seront perpendiculaires 
à l'extrémité d un rayon ) , et la sphere sera inscrite dans le 
polyèdre , ou le polyèdre circonscrit à la sphere. 

Joignez OA, OB; à cause de CA = CB, les deux obliques 
OA , OB, s'écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d’un même côté ; 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles ; donc si du 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face sphérique , cctt* surface passera par les sommets de 
tous les angles solides du, polyèdre, et la sphere sera cir- 
conscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphere. 

Cela posé , la solution du problème proposé n'a plus au- 
cune difficulté, et peut s'effectuer ainsi : 
f,g Étant donné le côté d'une face du polyèdre, décrire* 

cette face, et soit CD son apothème. Cherchez par le pro- 
blème précédent l'inclinaison de deux faces adjacentes du 
polyèdre , et faites l'angle CDE égal à celte inclinaison, 
prenez DE égale à CD , menez CO et EO perpendietdaire» 
à CD et ED ; ces deux perpendiculaires se rencontreront 
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en un point O, et CO sera le rayon de la sphère inscrite 
dans le polyèdre. 

Sur le. prolongement de DC prenez CA. égale au rayon 
du cercle circonscrit à une face du polyèdre , et OA. sera 
le rayon de la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO, CA.O, de la lig. 249, 
sont égaux aux triangles de même nom dans la figure 248 : 
ainsi, tandis que Cl) et CA sont les rayons des cercles in- 
scrit et circonscrit à une face du polyèdre, OC et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
lyèdre. , 

Scholie. On peut tirer des propositions précédentes plu- 
sieurs conséquences. 

i° Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faées : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre dn polyèdre, qui 
est en même temps celui des spheres inscrite et circonscrite. 

2“ La solidité d’un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphere inscrite. 

3 U Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 
lides semblables, et leucs dimensions homologues sont pro- 
pbrtionnclles; doue les rayons des spheres inscrites ou cir- 
conscrites sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4" Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphere, 
Les plans menés du centre le long des différents cotés par- 
tageront la surface de la sphere en autant de polygone* 
égaux et semblable* que le polyèdre a de faces. 





LIVRE VIII. 

LES TROIS CORPS RONDS. 


DEFINITIONS. 

fig. »ïo. I. O n appelle cylindre le solide produit par la révo- 
lution d’un rectangle ABCD, qu’on imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement les côtés AD, BC, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DH P, CGQ, qu’on appelle les 
bases du cylindre , et le côté CD en décrit la surface 
convexe. 

La ligne immobile AB s’appelle l 'axe du cylindre. 

Toute section KLM, "faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l’axe , est un cercle égal à chacune 
des bases : car, pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à 
AB, décrit un plan circulaire égal à la base, et ce 
plan n’est autre chose que la section faite perpendi- 
culairement à l’axe au point I. 

Toute section PQGH, faite suivant l’axe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABCD. 
a5i. II. On appelle cône le solide produit par la révo- 
lution du triangle rectangle SAB, qu’on imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement Je côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDCE, qu’on appelle la base du cône, et l’hy- 
poténuse SB en décrit la surface convexe. 

Le point S s’appelle lé sommet du cône, SA l’axe 
ou la hauteur , et SB le côté ou V apothème. 

Toute section HKFI, faite perpendiculairement à 
l’axe, est un cercle; toute section S DE, faite sui- 
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vant l’axe , est un triangle isoscele double du triangle 
générateur SAB. 

III. Si du cône SCDB on retranche, par une sec- 
tion parallèle à la base, le cône SFK1I , le solide res- 
tant CBHF s’appelle cône tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu'il est décrit par la révolution 
du trapeze ABHG, dont les angles A et G sont droits, 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s’appelle 
l'axe ou la hauteur du tronc, les cercles BDC, HKF, 
en sont les hases , et BH en est le côté. 

IV. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base à un fig 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 
la base ABCDE on éleve un prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le 
cylindre , ou le pylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF, BG, Cil, etc. du 
prisme, étant perpendiculaires au plan de la base, 
sont comprises dans la surface convexe du cylindre; 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces 
arêtes. 

VI. Pareillement, si ABCD est un polygone circons- fig. 
crit à la base d’un cylindre, et que sur la base ABCD 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit circonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, N, etc. les points de contact des côtés 
AB, BC, etc., et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plan de la ’ 
base; il est clair que ces perpendiculaires seront à la 
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme - 
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 


N. B. Le cylindre , le eàne et la «plier e sont les trois corps ronds dont 
«n «occupe dans les éléments. 
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Lemrnes préliminaires sur les surfaces. 

I. 

6 g . iî 4 - Une surface plane OABC.D est plus petite que 
toute autre surface PABCD, terminée au même 
contour ABCD. 

Cette proposition est assez évidente pour être ran- 
gée au nombre des axiomes ; car on pourrait suppo- 
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne 
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la plus 
courte entre deux points donnés, de même le plan 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependant comme il convient de 
réduire les axiomes au plus petit nombre possible, 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute 
sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en 
largeur , on ne peut concevoir qu’une surface soit 
plus grande qu’une autre, à moins que les dimensions 
de la première n’excedent dans Quelques sens celles 
de la seconde; et s’il arrive que les dimensions d’une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d’une autre surface, il est évident que la pre- 
mière surface sera la plus petite des. deux. Or, dans 
quelque sens qu’on fasse passer le plan BPD, qui cou- 
pera la surface plane suivant BD, et l'autre surface 
suivant BPD ; la ligne droite BD sera toujours plus 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est 
plus petite que la surface environnante PABCD. 

II. 

r.g. 255. Toute surface convexe OABCD est moindre 
quune autre surface quelconque qui enveloppe- 
rait la première en s' appuyant sur le meme con- 
tour ABCD. 
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Nous répéterons ici que nous entendons par sur- 
face convexe une surface qui ne peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points :'et ce- 
pendant il est possible qu'une ligne droite s'applique 
exactement dans nn certain sens sur une surface 
convexe; on en voit des exemples ■ dans les surfaces 
du cône et du cylindre. Nous observerons aussi que 
la dénomination de surface convexe n’est pas bornée 
aux seules surfaces courbes, elle comprend les sur- 
faces polyédrales ou composées de plusieurs plans, 
et aussi les surfaces en partie courbes, en partie po- 
lyédrales. 

Cela posé, si la surface OABCD n'est pas plus 
petite que toutes celles qui l’enveloppent, soit parmi 
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O, 
faites passer un plan qui touche la surface OABCD 
sans la couper ; ce. plan rencontrera la surface PABCD, 
et la partie qu’il en retranchera sera plus grande que 
le plan terminé à la même surface : donc, en con- 
servant le reste de la surface PABCD, on pourrait 
substituer le plan à la partie retranchée, et on aurait 
une nouvelle surface qui envelopperait toujours la sur- 
face OABCD, et qui serait plus petite que PABCD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo-' 
these; donc cette hypothèse ne saurait subsister, donc 
la surface convexe OABCD est plus petite que toute 
autre surface qui envelopperait OABCD, et qui serait 
terminée au même contour ABCD. 

Scholie. Par un raisonnement entièrement semblable 
on prouvera, 

i° Que, si une surface convexe terminée par deux fi s- î56> 
contours ABC , DEF, est enveloppée par une autre 
surface quelconque terminée aux mêmes contours , 
la surface en veloppée sera la plus petite des deux. 
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®b'- îS 7- a" Que, si une surface convexe ’AB est enveloppée 
de toutes paris par une autre surface MN, soit qu’elles 
aient 'des points, des lignes ou des plans communs, 
soit qu’elles n’aient aucun point de commun, la sur- 
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les 
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
à la surface convexe, lequel plan serait plus petit 
que la surface CMD; et ainsi la surface CND serait 
plus petite que MN, ce qui est contraire à l’hypothese 
que MN est la plus petite de toutes. Donc la surface 
convexe AB est plus petite que toutes celles qui l’en- 
veloppent. 

PROPOSITION PREMIERE. 

T B £ 0 R B Ht E. 

f% 7 

La solidité d’un cylindre est égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

£ •. i 58 . Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par surf. CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera surf. CA X H. Car, si 
surf. CA X H n’est pas la mesure du cylindre donné , 
ce produit sera la mesure d’un cylindre plus grand 
ou plus petit. Et d’abord supposons qu'il soit la 
mesure d'un cylindre plus petjt , par exemple , du 
cylindre dont CD est le rayon de la' base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 

♦ 10, 4. trent pas la circonférence dont CA est le rayon*; 
imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le 
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polygone GHIP, et pour hauteur II, lequel prisme 
sera circonscrit au cylindre dont Cl) est le rayon de 
la hase. Cela posé, la solidité du prisme * est égale à * 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur II; la hase 
GHIP est plus petite que le cercle dont CA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que 
surf. CA X H. Mais surf CA X H est, par hypothèse, 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or, au 
contraire, le cylindre est plus petit que le prisme, 
puisqu’il y est contenu; donc il est impossible que 
surf CA X H soit la mesure du cylindre dont CD 
est le rayon de la hase et 11 la hauteur ; ou , en termes 
plus généraux, le produit de la base d’un, cylindre 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylitidre plus 
petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand : car, pour ne pas 
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s’il est possible, surf. CDx H 
la mesure d’un cylindre plus grand, par exemple, 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné aura 
pour mesure GHIP X H : l’aire GHIP est plus grande 
que surf CD ; donc la solidité du prisme dont il 
s’agit est plus grande que surf CDx H : le prisme 
serait donc plus grand que le cylindre de même hau- 
teur qui a pour base surf CA. Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu’il y est 
contenu; donc il est impossible que la base d’un cy- 
lindre multipliée par sa hauteur soit la mesure d’un 
cylindre plus grand. 

Donc enfin la solidité d’un cylindre est égale. au 
produit de sa base par sa hauteur. 
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Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont 
entre eux comme leurs hases , et les cylindres de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Corollaire il. Les cy lindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs, ou comme les cubes des dia- 
mètres «les bases. Car les bases sont comme les q narres 
de leurs diamètres ; et puisque les cylindres sont 
semblables, les diamètres des bases sont comme les 
•déf. 4 . hauteurs* : donc les bases sont comme les quarrés 
des hauteurs ; donc les bases multipliées par les hau- 
teurs, ou les cylindres eux -mêmes, sont comme les 
cub<îs des hauteurs. 

Sckolie. Soit R le rayon de la base d’un cylindre, 

* Il sa hauteur, la surface de la base sera irR‘ *, et la 
solidité du cylindre sera r R ‘ X H , ou irR'H. 

PROPOSITION IL, 

LIUII. 

La surface convexe d'un prisme droit est égale 
au périmètre de sa base multiplié par sa hauteur , 
fig. »J ». Car cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB , BGHC, CHID, etc. dont elle est composée* 
or les hauteurs AF, RG, CH, etc. de ces rectangles 
sont égales à 4a hauteur du prisme; leurs bases AB* 
BG, CD, etc. prises ensemble, fout le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 
la surface cojtvexedu prisme est égale au périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la même 
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmètres de leurs bases. 
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PROPOSITION" III. 

« » 

LEHME. I 1 t 

La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit, et 
plus petite que la surface convexe de tout prisme 
çirconscrit. 

Car la surface convexe du cylindre et celle du Cg, ,5,; 
prisme inscrit ABCDEF peuvent .être considérée? 
comme ayant même longueur, puisque toute sectiou 
faite <l?ns l’une et dans l'autre parallèlement à AF 
est égale à AF ; et si pour avoir les largeurs de, ces 
surfaces ou les coupe par des plans parallèles à la 
Base ou perpendiculaires à l’aréte AF, les sections 
seront égales, l’une à la circonférence de la base, 
l’autre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : doue, puisqu’à longueur 
égale la largeur de la surface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique, il s’en- 
suit que la première surface est plus grande que la 
seconde. 

Par un raisonnement entièrement semblable on c g . ,53. 
prouvera que la surface convexe du cylindre est 
plus petite que celle de tout prisme circonscrit 
BCDK.LH. 

PROPOSITION IV. 

T H K O B È M E. 

La surface convexe d’un cylindre est égale à 
la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

4 • •• ’•*••• • * 

Soit CA le. rayon de la base du cylindre donné , e g . ,5*. 
II sa hauteur; si on représente par cire. CA la 
circonférence qui a pour rayon CA, je dis que 
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cire. CA X H sera la surface convexe de ce cylindre. 
Car , si on nie cette proposition , il faudra que cire. 
CAxH soit la surface d’un cylindre plus grand ou 
plus petit ; et d’altord supposons qu’elle soit la sur- 
face d’un cylindre plus petit, par exemple, du cy- 
lyndre dont CD est le rayon de la base et H la hau- 
teur. 

- Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 
trent pas la éirconférence qui a CA pour rayon ; ima- 
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone 
GHIP multiplié par la hauteur H* : ce contour est 
plus petit que la circonférence dont le rayon est 
CA ; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire. CAxH. Mais cire. CAxH est, par hypo- 
thèse, la surface convexe du cylindre dont CD est le 
rayon de la base, lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme ; donc la surlace convexe du prisme serait plus 
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire, 
elle doit être plus grande * ; donc l’hypothese d’où 
l’on est parti est absurde : donc, i ° la circonférence 
de la base d’un cylindre multipliée par sa hauteur 
ne peut mesurer ta surface convexe d’un cylindre 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface d’un cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure, soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s’il est possible, 
cire. CDxH la surface convexe d’un cylindre qui, 
avec la même hauteur, aurait pour base un cercle 
plus grand , par exemple , le cercle dont le rayon est 
CA. On fera la même construction que dans la pre- 
mière hypothèse, et la surface convexe du prisme 
sera toujours égale au contour du polygone GHIP 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cire . CD ; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. CDxH, qui, par hypothèse, 
est la surface du cylindre de même hauteur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais, 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre, 
sa surface serait plus petite que celle du cylindre*; *J. 
à plus forte raison est» elle plus petite lorsque le 
prisme ne s’étend pas jusqu’au cylindre. Donc la se- 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu ; donc a° la 
circonférence de la base d’un cylindre multipliée par 
sa hauteur ne peut mesurer la stprface d’un cylindre 
plus grand. 1 JmQ, t 

Donc enfin la surface convexe d’un cylindre est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

La solidité d’un cône est égale au produit de 
sa base par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné , AO le rayon 5Î5. 
de la base; si on désigne par surf. AO la surface de 
la base, je dis que la solidité de ce cône sera égale à 
surf. AOx^SO. . 

En effet, supposons i° que surf. AOx^SO soit la 
solidité d’un cône plus grand, par exemple, du cône 
dont SO est toujours 1 a hauteur; mais dont OB, plus 
grand que AO, est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circonscrivez un 
polygone régulier MNP T qui ne rencontre pas la 
circonférence dont le rayôn est OB*; imaginez en- *10,4. 
suite une pyramide qui ait pour base le polygone 
et pour sommet le point S. La solidité de cette py- 


G. ratnide* est égale a Taire du polygone M-NPT mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté 
par surf. AO ; donc la pyramide est plus grande 
que surf AOx,-SO, qui, par hypothcsc, est la me- 
sure du cône dont S est le sommet et 011 le rayon de 
la base. Or, au contraire, la pyramide est plus petite 
que le cône, puisqu’elle y est contenue; donc i° il 
est impossible que la base d’un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cône plus 
grand. 

Je dis a° que ce même produit ne peut être la me- 
sure d’un cône plus petit. Car, pour ne pas changer 
de figure, soit OU M rayon de la base du cône don- 
né, et soit, s’il est possible, surf. Oüx^SO la soli- 
dité du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con- 
struction que ci-dessus, et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure Taire MNPT multipliée par ^-SO. Mais 
Taire MNPT est plus petite qne surf. OB; donc la 
pyramide aurait une mesure plus petite qne surf 
OBx-jSO, et par conséquent elle serait plus petite 
que le cône dont AO est le rayon de la base et SO la 
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande 
que le cône, puisque le cône y est contenu : donc a° 
il est impossible que la base d’un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
petit. 

Donc enfin la solidité d’un cône est égale au pro- 
duit de sa hase par le tiers de sa hauteur. 

• Corollaire. Un cône est le tiers d’nn cylindre de 
même base et de même hauteur; d’on il suit, 

i° Que les cônes d’égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ; 

s° Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs; 
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3 ° Que les cônes semblables sont comme les cubes 
des diamètres de leurs bases, ou comme les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scho/ie. Soit R le rayon de la base d'un cône, II 
sa hauteur; la solidité du cône sera 77 R‘ X j H ou 
iTcR’H. 

PROPOSITION VI. 

TUEOKE ME. . 

Le cône tronqué ADEB , dont O À , DP sont les «g. »6o. 
rayons des bases et PO la hauteur, a pour me- 
sure i op. (Xo + dpVaoxdp). 

Soit TEGH une pyramide triangulaire de meme 
hauteur que le qône SAB, et dont la base FGH soit 
équivalente à la basa du cône. On peut supposer qué 
ces deux bases sont placées sur un môme plan ; alors 
les sommes S et T seront à égales distances dà plan 
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra- 
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base UE; car les bases ÂB, DEi 
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO; 

DP*, ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP} *11,4. 
les triangles FGH; IKL, sont entre eux comme les 
quarrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles * ,5 , b. 
AB, DE-, sont entre eux comme les triangles FGH; 

IKL. Mais, par hypothèse, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB ; donc le triangle IKL est équiva- 
lent au cercle DE. 

Maintenant la base AB multipliée par jSO est la 
solidité du cône SAB, et la base FGH multipliée par 
jSO est celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des base's équivalentes, la solidité de la pyramide est 
égale à celle du cône. Par une raison semblable, la 
pyramide TIKJL est équivalente au cône SDE ; donc 
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le tronc de cône ADEB est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente 
au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure 

TT X AO j de môme la base IKL =77 x DP, et la 

moyenne proportionnelle entre 17 X AO et n X DP 
est it x AO X DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide, ou celle du tronc de cône, a pour mesure -j OP x 

« ao, 6 . (tr X AO -|- ir X DP + ff X AO X DP)% qui est la même 
chose que jn x OP X (ÔÂV DP + AO x DP). 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

La surface convexe d’un cône est égale à la 
circonférence de sa base multipliée par la moi • 
tiè de son côté. 

6g. a5<>. Soit AO le rayon de la base du cône donné, S son 
sommet, et SA son côté; je dis que sa surface sera 
ctrc. AO x -jSA. Car soit, s’il est possible, cire. AO X 
-SA , la surface d'un cône qui aurait pour sommet le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus 
grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir-, 
conférence qui a pour rayon OB; et soit SMNPT 
la pyramide régulière, qui aurait pour base le poly- 
gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN, 
l’un de ceux qui composent la surface convexe de la 
pyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par 
la moitié de la hauteur SA, qui est en même temps 
le côté du cône donné ; cette hauteur étant égale 
dans tous les autres triangles SNP, SPQ, v etc. , il 
s’ensuit que la surface convexe de la pyramide est 
égale au contour MNPTM multiplié par j SA. Mais 
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le contour MNPTM, est plus grand que cire. AO; 
donc la surface convexe de la pyramide est plus 
grande que cire. AOx^SA, et par conséquent plus 
grande que la surface convexe du cône qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle décrit 
du rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale, le cône à un cône égal; la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyramides; donc la première surface sera plus 
grande que la seconde*, donc la surface du cône estMem.a. 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse; 
donc cette hypothèse ne peut avoir lieu : donc i° la 
circonférence de la base d’un cône multipliée par la 
moitié de son côté ne peut mesurer la surface d'un 
cône plus grand. 

Je dis a° que le même produit ne peut mesurer 
la surface d’un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et soit, s’il est possible, 
cire. BOx jSB la surface du cône dont S est le som- 
met, et AO, plus petit que OB, le rayon de la base. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, 
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par j-SA. Or le 
contour MNPT est moindre que cire. BO, SA est 
moindre que SB ; donc par cette double raison la 
surface convexe de la pyramide est moindre que cire. 

BO x jSB, qui*, par hypothèse, est la surface du cône 
dont AO est le rayon de la base ; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite que celle du cône in- 
scrit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à base la pyramide à une pyramide 
égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle des deux cônes , et par 
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tJrinséquent seraja plus grande. Donc 2 ° il est impos- 
sible que la circonférence de la base d’un curie donné 
multipliée par la moitié de son coté mesure la surface 
d'un cône plus petit. 

Donc enfin la surface convexe d’un cône est égale 
à la circonférence de sa base multipliée par la moitié 
de son côté. 

Schulit. Soit L le côte d’un cône, R le rayon de 
sa base, la circonférence de cette .base sera axR, 
et la surface du cône aura pour mesure a^IlX-jL, 
ou 7 ? IlL. i 


PROPOSITION VIII. 

TUÉORÉME. 

• • . i T * • * 

c »’ î6 '- la surface convexe du tronc de cône ADEB est 
égale à son côté KD multiplié par là demi-somme 
des circonférences de ses deux bases AB, DE. 

Dans le plan SAB qui passe par l’axe SO, menez 
perpendiculairement à SA la ligne AF, .égale ù la 
circonférence qui a pour rayon AO; joignez S F, et 
menez DH parallèle à AF. 

A cause des triangles semblables S AO, SDC, on 
aura AO: DC :: SA :SD; et à cause des triangles 
semblables SAF, SDII , on aura A^.: DH ;: SA: SD ; 

*”'*■ donc AF :DII :: AO: DC, ou :: cirç. AO : cirç. DC% 
1 • 1 . 

Mais par construction AF = cire. AO ; donc DI1 = 
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a pour 
mesure AF X 7 SA, est égal à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cire. AOx-jSA. Par une rai- 
son semblable le triangle SDH est égal à la surface 
du cône SDE. Doue la surface du tronc ADEB 
est égale à celle du trapeze AD11F. Celle-ci a pour 

* ’• 3 mesure * AD x (————) $ donc , la surface du 
tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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tiplié par la demi-somme des circonférences de ses 
deux bases. 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez 
IKL parallèle à AB, et IM parallèle à AF ; on xlé- 
montrera comme ci-dessus que lM=ci/-c XK.. Mais 
le trapeze AÜIXF AD x IM = Â*Dx cire. XK. Donc 
on peut dire encore que la surface d’un tronc de 
cône est égale à son côté multiplié par la circonfé- 
rence d’une section fdite à égale distance des deux 
bases. 

Scholie. Si une ligne AD, située toute entière 
d’un même côté de la ligne OC et dans le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD x. 

- A ' l> — - - ) , ou AD X cire. XK; les lignes 

AQ, DC, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de la ligue AD sur 
l’axe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu'à leur ren- 
contre mutuelle en S, il est clair que la surface dé- 
crite par AD est celle d’un cône tronqué dont OA 
et DC sont les rayons des bases , le cône entier ayant 
pour sommet le point S. Donc cette surface aura la 
mesure mentionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le' 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier j et aussi quand la ligne AD serait parallèle à 
l’axe, ce qui donnerait un cylityli^. Dans le premier 
cas DC serait nulle, dans le second DC serait égale à 
AO et à 1K. 
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Soient AB, BC, OD, plusieurs côtés successifs 
d’un polygone régulier, O son centre, et ÜL le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ABCD, située to&t entière 
d’un même côté du diamètre FG, fasse une ré- 
volution autour de ce diamètre , la surface dé- 
crite par ABCD aura pour mesure MQ x cire. 
Oï, MQ étant la hauteur de cette surface ou la 
partie de l'axe comprise entre les perpendicu- 
laires extrêmes AM, DQ. 

Le point I étant milieu de AB, et IK étant une 
perpendiculaire à l’axe abaissée du point I, la sur- 
**• face décrite par AJB aura pour mesure AB X cire. IL,*, 
Menez AX parallèle à l’axe, les triangles ABX, QI K, 
auront les cotés perpendiculaires chacun à chacun,, 
savpir 01 à AB, IK à AX, et O K. à BXj.donc çqs 
triangles sont semblable* n et dounent la proportion 
AB : AX ou JUIN 01,: IK,, aq;;.firc.,0I : cire. IK ; 
donc AB X cire. IK^sMNx cire. 01. D'où l’on voit 
tjue la surface décrite par AB est égale A sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle inscrit. 
De même la surface décrite par BC, imfifc X cûv^Qf, 
la surface décrite par CD, — PQ X ci/v. 01. Doue la 
surface décrite par U portion de polygone ABCD , 
a pour mesure + + P*> 

MQ x cire. 01 ; donc elle est égale à sa hauteur muhif 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est 4’ un nombre 
de côtés pair , et que l’axe FC passe par deux som- 
met» opposés F et G , la surface entière décrite par 1» 
révolution du demi-polygone FACG sera égale à son 
axe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
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Cet axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
circonscrit. 

-PROPOSITION X. .. 

THÉORÈME. 

La surface de la spkere est égale à .son dia- 
mètre mydtiplièpar la circonférence d'un grand 
ccrcLe . . . t ... • ^ • » , » ; ' * ■ * 

Je dis i° que le diamètre d’une spfaere, multipliée 
par la circonférence de son grand cercle, ne petit 
mesurer la surface d’une spkere plus grande. Car 
soit, s’il est possible, AB x cire. AC la surface de kt 
sphere qui a pour rayon CD.. 

' ■ Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un 
polygone régulier d’un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas lé circonférence dont CD -est le rayon; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone; 
et autour du diamètre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La rarface décrite pat- ce polygone aura 
pour mesnre MS Xcirt. AC* : mais MS est plus grand . 
•que AB ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que AB X- cire . AC, et par conséquent 
plus grande qne'la surface delà sphere dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de Ta’ sphere est 
plus grande que la surface décrite par le polygone, 
puisque la première enveloppe la seconde de toutes 
parts. Donc i 50 le diamètre d’une sphere multiplié par 
là circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
ta surface d’une sphere plus grande. 

Je dis 2" que ce meme produit ne peut mesurer 
la surface d’une sphere plus petite. Car soit, s’il est 
possible , DE X cire. CD la surface de la sphere qui a 
pour rayon CA. On fera la même construction que 
dans le premier cas, et la surface du solide engendré 
par le polygone sera toujours” égalé à MS x rqr. AC. 
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Mais MS est plus petit que DE, et cire. AC plus petite 
que cire. CD; donc, par ces deux raisons, la surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire. CD, et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphere dont le rayon est AC. Or, au 
contraire , la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphere dont le rayon est 
AC, puisque la première surface enveloppe la seconde; 
donc a° le diamètre d'une sphere multiplié par la cir- 
conférence de son grand cercle ne peut être la mesure 
de la surface d’une sphere plus petite. 

Donc la surface de la sphere est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence de son grand 
• cercle. 

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure 
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon 
ou le quart du diamètre ; donc la surface de la sphere 
esc quadruple de celle d’un grand cercle. 

Scholie. La surface de la sphere étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes, il sera facile d’avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
. dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur- 
- face eqtiere de la sphere. . , 

D’abord le fuseau dont l’angle est A, est à la surface 
de la sphere comme l’angle A est à quatre angles 
*10,7. droits*, ou comme l’arc de grand cercle qui mesure 
l’angle A est à la circonférence de ce même grand 
cercle. Mais la surface de la sphere est égale à cette 
. circonférence multipliée par le diamètre ; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesure l’angle 
de ce fuseau multiplié par le diamètre. 

En second lieu tout triangle sphérique est équi- 
valent. à un fuseau dont l'angle est égal à la moitié de 
. .l’excès de la somme de ses trois angles stir deux 
* *î» 7 -.angles droits*. Soient donc P, Q, R, les arcs de 
grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
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gle ; soit C la circonférence d’un grand cercle 
et D son diamètre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au fuseau dont l'angle a pour mesure 


Ainsi, dans le cas du triangle tri -rectangle, cha- 
cun des arcs P, Q, R, est égal à jC, leur somme 
est^C, l’excès de cette somme sur-i-C est jC, et la 
moitié de cet excès =|C; tlonc la surface du triangle 
tri-rectangle =rjCxl>, ce qui est la huitième partie 
de la surface totale de la sphere. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
tement de celle des triangles, et d’ailleurs elle est 
entièrement déterminée par la prop. xxiv, liv. vu, 
puisque l’unité de mesure, qui est le triangle tri- 
rectangle , vient d’être évaluée en surface plane. 


Les memes cltoses étant supposées que dans la (g. *63. 
proposition ix , si de plus le point F, extrémité 
de t'axe, est un des sommets' du polygone , et 
qu’on ait F K. < FO ; je dis que la surface engen- 
drée par la portion de polygone FAI, compo- 
sée Je plusieurs côtés entiers FA et d’un demi- ' 
côté AI, est moindre que FKxcirc. 01. 

Car la surface décrite par la partie FA a pour me- 
v sure FM * X cire. 01 , et la surface décrite par le demi- * 9 . 
côté AI a pour mesure* AI x (±circ. AM -+- -j cire. IK):*.. 
or AM est plus petit que IK , puisque FK est moindre 
. que FO; donc la surface décrite par AI est moindre 
que AI x cire. IK ou son égale MK x cire. 01 ; donc la 
surface entière décrite par FAI est moindre que FM 
X cire. 01 -+- MK X cire. 01 , ou FK X cire. Ol. - 


P-PQ PH — {C 


et par conséquent sa surface sera 
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PROPOSITION XII. 

> • - i , - . .r , i ; , 
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- La surface d’unp' zone 
est égale à la hauteur de 
par la circonférence d’un 
£ g- ’;*• -"Soit d'abord AR un ^re rooindfe otoïïoh plus grand 
que le quart de circonférence , et soft menée BD 
perpendiculaire sur le rayon AC; je dis que la zone 
décrite par là révolution dm l’arc AB autour de AC 
a pour mesure ADx’cM AC.' r • i * * i « f, 

Car supposons d’abord que cette zone ait une me- 
sure plus grande, et soit, s’il est possible, cetteraëstore 
— DE x cire. AC. Circonscrivez à l’arc A® une portion 
de polygone régulier B.ryztt qui rrerencontrepointl’ard 
décrit du rayon CE, et qui soit composéede plnsienr» 
cités entiers uzyjr, suivis d’un demi-côté B« (i) : cela 
pok : , la surfecé décrite par le polygone Bjyrzu, tour- 
* 11 • nant autoftr de Du, est moindre que Du x cire. A6% 
et à plus forte raison moindre que DE x arç- AG, qtti, 
par hypothèse, est là mesure de la zone décrite par 
AH. DOflé la surface décrite par le* polygone serait 
moindre 1 que la fttrfàce décritetpar Pafc inscrit : or, 
. ntt contraire , ht première surface est plus> grande que 
là secomle, pVttsqti’tdie Fetr»e!<q>pe> de «Ouïes part».} 
«lotie rhypothese efoti l’ort est pawii ne saurait sub- 
sister; donc i° 1a mesure d’nne'zotte sphérique ne 
peut être pkts grande que la hauteur de «eWe «Mae 
multipliée par la eircotWerettce du 3 grand eetelé. 

lé dis en second fieit qfethi mesure d’une zeste 
sphérique ne peut être plu¥ petite qdS* ki Iwuteui de 


sphérique quelconque 
cette zone multipliée 
grand cercle. 


cette zone multipliée par là circonférence d’un' grand 

(t j Ces’ deux conditions seront remplies dVon diviset*ar<* XH 
Mî Btrorimflré impair de parties édites", dbnf 

dre qne AT, déterminée parla ungeatic ET menée par 1» point E. 
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eercle ; car supposons qu'il s'agit de la zone décrite 
par l’arc FE, et soit, s’il est possible, la mesure de cette 
zone = GE X cire. AC, plus petite que GE cire. CE. 
Inscrivez dans l’arc EF une portion de polygone régu* 
lier EMNF, dont les côtés ne rencontrent pas l’arc 
décrit du rayon CA, et abaissez CI perpendiculaire 
sur le côté EM. La surface décrite par le polygone EOF 
aura pour mesure EG X cire. CI*, plus grande que* 9 . 
EGxcirc. CA, qui, par hypothèse, est la mesure de 
la zone décrit* par l’arc FE. Donc la surface décrite 
par le polygone FOE serait plus grande que la zone 
décrite par l’arc circonscrit FE : or, au contraire, la 
seconde surface est plus grande que la première, puis- 
qu’elle l’enveloppe de toutes parts. Donc a® la mesure 
d’une zone sphérique ne peut être moindre que la 
hauteur de cette zone multipliée par la circonférence 
d’un grand cercle. 

Il suit de là que la zone décrite par l’arc DF a pour c 0 . 
iTtesure OD X cire. DG, au moins tant que l’arc DF 
n’excede pas le quart de la circonférence. Mais la 
sphere entière composée des deux zones décrites par 
les arcs DF, FE, a pour mesure DExc/rr. DG, ou 
OD x cire. DC -+- OE X cire. DC ; donc puisque OD 
Xcirc. DC est égale à la zone décrite par l’arc DF, 
il faudra que OE X cire. DC soit égale à la zone décrite 
par l’arc FE plus grand que le quart de circonférence , 
donc toute zone à une base a pour mesure sa hauteur 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 

Considérons enfin une zone quelconque décrite 
par la révolution de l'arc FH autour de l’axe DE, et 
soient abaissées sur l’axe les deux perpendiculaires 
FO, HQ. La zone décrite par l’arc DF a pour me- 
sure DO X cire. DC : la zone décrite par l’arc DH a 
pour mesure DQ X cire. DC : donc la différence de 
ces deux zones ou la zone décrite par l’arc FH a pour 
mesure (DQ — DO) x cire. DC ou OQ x cite. DC. 
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Donc toute zone sphérique, à une ou à deux bases, a 
pour mesure la hauteur de cette zone multipliée par 
la circonférence d’un grand cercle. 

Coroi/aire. Deux zones sont entre elles comme leurs 
hauteurs, et une zone quelconque est à la surface de 
la sphere comme la hauteur de la zone est au diamètre. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

«tse* 8 * te triangle BAC et le rectangle BCEF de 
même base et de même hauteur tournent simul- 
tanément autour de la base commune BC , le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera le 
. tiers du cylindre décrit par la révolution du 
rectangle. > 

lîg. a 66 . Abaissez sur l’axe la perpendiculaire AD; le cône 
• décrit par le triangle ABD est le tiers du cylindre dé- 
* 5. crit par le rectangle AFBD*, de même le cône déem 
# par le triangle ADC est le 1 tiers dn cylindre décrit par 
** le rectangle A DCE ; donc la somme des deux cônes oh ’ 
'. / le solide décrit par ABC est le tiers de k somme des 
4 . deux cylindre* ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. / .. . •» « . . i ..*/»» u \ 

üg. 26-. Si la perpendiculaire AD tombait au -dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC serait la «KB . 
férence des cônes décrits par ABD et ACU; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF’ serait la 
différence des cyliudres décrits par AFBD, AECD. > 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera £ 
toujours le tiers du cybodre décrit par la révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. . 

Scholie. Le cercle dont AD est le» rayon a pour , 
snrface it X AD; donc % X AD x BC est là mesure du 
cylindre décrit par BCEF, et •jitX ADxBC est celle 
du solide décrit par le triangle ABC. " *■ .se**»‘Nw. 
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, * t i~. proposition XIV* *“• 
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PROBLÈME. 

Le triangle CAB étant supposé faire une rèvo- ««• *6*- 
lut ion autour de la. ligne CD, menee comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C, trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu’à ce qu’il rencontre 
l’axe CD en D, des points A et B abaissez sur l’àxe 
les perpendiculaires AM, BN.i ■■■j • 

Lé solide décrit par le triangle A DG a pour me» > 

sure* 4rx AMxCD; le solide décrit par lé triangle *iJ. • 

, . .. • 

CBD a pour mesure 4 TC X BN X CD; donc la diffé- . 

rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesure 4*- ( am — BN ) * CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme. t 
Du point I , milieu de AB , menez IK perpendiculaire 
à CD, et par le point B menez BO parallèle à CD, 
on aura AM+BN = aIK* et AM — BN = AO; donc 

(AM + BN) X (AM— BN), ouÂM — BN=alKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc * ,o , s. • 
exprimée aussi par 4* X IKx AO X CD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 

DCP, seront semblables , et donneront la proportion 
AO : CP:: AB : CD ; d’où résulte AO X CD = CP X !jj 
AB ; d’ailleurs CP x AB est le double de l’aire du 
triangle ABC’; ainsi on a AO X CD = a ABC ; donc?^ • 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure X ABC XKI, ou, ce qui est la même chose, 

ABC X 4 cire. RI; (car cire. IK = 2 ir. IK). Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABC , a 
pour mesure l’aire de ce triangle multipliée par les ", 


P 


MRS • 
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deux tiers de la circonférence que décrit le point I 
milieu de sa base. J . « i • * 


f'K * r >9- Corollaire. Si le .côté AC=CB, la ligne CI sera 
perpendiculaire à AB, l’aire ABC sera égale à ABX 
■jCl, et la solidité ± 7 : X ABC X IK deviendra X 
AB X IK X CI. Mais les triangles ABO, CIR, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IR ; donc AB X IK = MN X Cl ; donc le 
solide décrit par le triangle isoscele ABC aura pour 

mesure fr X MN X CI. 

Scholie. La démonstration précédente paraît sup- 
poser que la ligne AB prolongée rencontre l’axe ; 
mais les résultats n’en seraient pas moins vrais , 
quand la ligne AB serait parallèle à l’axe. 

En effet le cylindre décrit par AMNB a pour me- 
sure tî. AM. MN, le cône décrit par ACM=-jt:. AM. 


m • 

n 


CM, et le cône décrit par BCN= jr. AM.CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, ou aura pour le solide décrit par ABC, 

w.ÀM. (MN + yCM — fCN) : « puisque ON-^ CM • 
= MN, cette expression se réduit à «.AM .^MN, otr 


MN, ce qui s’accorde avec les résultats déjà 

trouvés. 


. r * » /•» 
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•-•PROPOSITION XV. -* 
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fig. , 63 . Soient AB, BC, C.D, plusieurs côtés successifs 
d’un polygone régulier, O son centre, et 01 le 
rayon du cercle inscrit ; si on imagine que le sec- 
teur polygonal AOD, situé d’un meme côté du 
diamètre PG, fasse une révolution autour de 
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ce diamètre, le solide décrit aura pour mesure 
“ir.OI.MQ, MQ étant la portion de l’axe termi * 
née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ. 

En effet , puisque le polygone est régnlier , tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isosccles. 
Or , suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente, le solide produit par le triangle isoscele AOB 
a'pour mesure 'ir. OI .*MN, Te solide décrit par le 
triangle BOC a pour mesuré ^ic.OT.NP , et le solide 

décrit par le triangle COD, a pour mesure JÇ . 01 . 
PQ; donc la somme de ces solides, ou le solide entier 
décrit^par le secteur polygonal AOD, aura pour me- 
sure .Ôl\ ( MN + NP + PQ) oufir . oï. MQ. 


yy \ 
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Tout secteur sphérique à pour mesure la zone 
& lui sert de base multipliée par le tiers du 
rayon, et la sphere entière a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon. > - 
Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa réro- fig - »7 
lution autour de AC, décrit le secteur sphérique; la 
zone décrite par AB étant ADXctrc. AC ou ut . AC. 
AD*, je dis que le secteur sphérique aura pour me- * i». 

sure cette zone multipliée par ^AC, ou |ie . AC .AD. 

En effet, i° supposons, s’il est possible, que cette 

% , r t 

quantité . AC . AD soit la mesure d’un secteur 
sphérique plus grand , par exemple , du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire EOF semblable 

à AGB. 

■ Inscrivez dans Pâte EF U pertipn de polygone 


PS 

; 


f* 
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rallier F,M\F dont les côtés ne rencontrent pas 
l’arc AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal 
E-NMI tourne autour de EC en même temps que le 
secteur circulaire ECF. Soit Cl le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur 

polygonal aura pour mesure 4* X CI x EG* : or GI 
est plus grand que AC par "construction , et EG est 
plus grand que AI) : car, joignant AB, EF, les trian- 
gles EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD :: CF : CB ; 'donc EG 
l>AD. 

Par cette double raison 4 1f XCIxEG est plus 

grand que 4itXCAxAD : la première expression est 
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal, 
la seconde est par hypothèse celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ËCF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur 
circulaire ECF. Or, au contraire, le solide dont il 
s’agit est moindre que le secteur sphérique, puisqu’il 
y est contenu; donc l’hypothese d’où on est parti ne 
saurait subsister; donc i° la zone ou base d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me- 
surer un secteur sphérique plus grand. . , 

Je dis 2 0 que le même produit ne peut mesurer un 
secteur sphérique plus petit.. Car , soit CEF le secteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné, et supposons, s'il est possible, que 

•jit . CE X EG soit la mesure d'un secteur sphérique 
plus petit, par exemple, de celui qui provient du 
secteur circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même , le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 


A 
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pour mesure CI. EG. Mais CI est moindre que 

CE ; donc le solide est moindre que *1t . CE . KG, qui, 
par hypothèse, est la mesure du secteur sphérique 
décrit par lé secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB : or, au contraire, 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique , puisque celui-ci est contenu dans l’autre. 
Donc a° il est impossible que la zone d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de Imsç multipliée par le üers du rayon. 

Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu’à devenir égal au demi -cercle; alors le secteur 
sphérique décrit par sa révolution est la sphere en- 
tière. Donc la solidité de la sphere esc égale à sa sur- 
face multipliée par le tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des spheres étant comme 
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliées 
par les rayons sont comme les cubes de6 rayons. 
Donc les solidités de deux spheres sont comme lès 
cubes de leurs rayons, ou comme les cubes de leurs 
diamètres. ’ " 7 "V 

Scholiet Soit R le rayon d’une sphere , sa sur- 
face sera 4*R*, et sa solidité 4*K’ X-jR, ou {-R’. 
Si on appelle D le diamètre, on aura R=-tD, et 
R = j D’ ; donc la solidité s’exprimera aussi par 
X v D ou “TtD’. 

PROPOSITION XVII. 


'-i i 


THÉORÈME. 


La surface de la sphere est à la surface totale 
du cylindre circonscrit (en. y comprenant ses 



> 
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bases) comme a 'est à 3. Les solidités de ces deux 
corps sont entre elles dans le même rapport. 

• a;*- Soit MPi\ R le grand cercle de la sphere, ABCD 
le q narré circonscrit ; si on fuit tourne 1 ' à la fois le 
demi-cercle PMQ et le deini-quarré PADQ autour 
du diamètre PQ, le demi-cercle décrira la sphere , 
et le demi-quarré décrira le cylindre circonscrit à la 
sphere. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia- 
mètre PQ, la base du cylindre est égale au grand 
cercle, puisqu’elle a pour diamètre AB égale à MN ; 
•*. donc la surface convexe du cylindre'* est égaie à la 
circonférence du grttnd cercle multipliée par son 
diamètre. Cette mesure est la même que celle de 
* 1 ». la surface de la spliere* : d’oà il suit q»e la suif- 
face de la sphere eu égale à la surface convexe 
du cylindre circonscrit. •> ;< * » 

Mais la surface de la sphere est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface convexe du cylindre circons- 
crit est égale aussi à quatre grands ceOeles ?•« on y 
joint les deux bases qui valent deux grands eereh*s J , 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale à 
six grands cercles ; donc la surface de la sphere est à 
la surface totale du cylindre circonscrit comme 4 est 
à 6 , ou comme a est à 3. C’est le premier point qu’il 
s'agissait de démontrer. 

En second lieu , puisque la base du cylindre '<âp- 
conscrit est égale à un grand cercle et sa hauteur au 
diamètre, la solidité du cylindre sera égale au grand 
• i. cercle multiplié par le diamètre*. Mais la.solidilé de 
la sphere est égale à quatre grands cercles multipliés 
•ifi. par le tiers du rayon*, ce qui revient à un grand 
cercle multiplié par y du rayon, ou ~ du diamètre; 
donc la sphere est au cylindre circonscrit comme 
a est à 3 , et 1 par conséquent les solidités de ces 
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«leux corps sont entre elles comme leurs surface?. 

Scholie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphere, cê polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pyramides qui ont 
toutes pour sommet le eentre de la sphere, et dont 
les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides Auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphere , de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po - 1 
lyèdre qui lui sert de base, multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier sera égal à sa 
surface multipliée par le tiers du rayon de la sphere 
inscrite. 

On voit par là que les solidités des polyèdres cir- 
conscrits à la sphere sont entre elles comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdres. Ainsi la pro- 
priété que nous avons démontrée pour le cylindre 
circonscrit est commune à une infinité d’autres 
corps. ' ’ — ‘ r 

On aurait pu remarquer également «pie les sur-, 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre 
elles comme leurs contours, n r.' / .i*t 

.. d- « • V v.’ ;: ;•» 

• proposition xvii».' * « 

t» o i i.; • »t • •> .4 

U 1 • . PROBLÈME. 


Le segment circulaire BMD étant supposé fig. 
faire une révolution autour d'un diamètre ex- 
térieur à ce segment, trouver la va/etirdu solidè 
engendré. 

Abaissez sur l’axe les perpendiculaires DE , t)Fj 
menez Cl perpendiculaire sur la corde DD, et tirez 
les rayons CB, CD.'^ 

Le solide décrit par lé secteur CCA = j - . CB. 
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AE*; le solide décrit par le secteur DCA— -fir; 
CB . AF ; donc la différence de ces deux solides, ou le 
solide décrit par le secteur DCB = y7r.CB. (AF — 
AE) = jir . CB . EF. Mais le solide décrit par le trian- 

. — l 

«, 4 . gle isoscelc. DCB a pour mesure -jir.CI.EF*; donc 
le solide décrit par le segment BMD = jir.EF. 
(cb’ "cï). O* - dans le triangle rectangle CBI t , 

on a CB — CI = BI = jBD; donc le solide décrie 

— -R 

par le segment BMD aura pour mesure jir . EF .~BD, 
ou js.BU.EF. 

» t • , ' • • i « • > ‘ * < 

PROPOSITION XIX. 

-, , . . THÉORÈME. 

« 

Tout segment de sphere, compris entre deux 
plans parallèles , a pour mesure la demi-somme 
de ses bases multipliée par sa hauteur, plus la 
solidité de la sphere dont cette même hauteur 
est le diamètre. 

Soient BE, DF, Iss rayons des bases du segment, 
EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit 
par la révolution de l’espace circulaire BMDFE 
autour de l’axe FE. Le solide décrit par le seg- 

,, g . ment BMD* = ^ir.BD*. EF, le tronc de cône décrit 
• g, par le trapèze BDFE*= -j it . EF • (be DF -f- BE . DF) ; 
donc le segment de sphere qui est la somme de ces 
deux solides =-jir. EF( a BE 2DF-t- aBE.DF-t- BD). 
Mais , en menant BO parallèle à EF , on aura DO = 

, s — , • 

9 , 3. DF— BE, DO=DF — aDF. BE-+-BE*, et .par consé- 
quent BD— BO -4- DQ== ËfV DF— aDF X BE + BE. 
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Mettant cette valeur à la place de BD dans l’expres- 
sion du segment , et effaçant ce qui se détruit , on 
aura pour la solidité du segment t 

J x . EF . ( 3BË -+- 3 DF + EF ), 
expression qui se décompose en deux parties ; l’une 

y x . EF . ( 3 3 DF ) , ou EF. ) 

est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur ; 

l’autre |x. EF représente la sphere dont EF est le 
diamètre* : donc tout segment de sphere, etc. 

Corollaire. Si l’une des bases est nulle, le segment 
dont il s’agit devient un segment sphérique à une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base 
équivaut à la moitié du cylindre de même base et de 
même hauteur , plus la sphere dont cette hauteur est 
le diamètre. 


Scholie général. 

Soit R le rayon de la base d’un cylindre, HVsa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera x R' X H , ou 
xR’H. 

Soit R le rayon de la base d’un cône, H sa hauteur; 
la solidité du cône sera xR* x jH, ou-jxR' H. 

Soient A et B les rayons des bases d’un cône tron- 
qué, H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
jxH (A* -H B’ -F- AB). 

Soit R le rayon d’une sphere ; sa solidité sera 

f«R\ . . • . 

Soit R le rayon d’un secteur sphérique, H la 
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du 
secteur sera ^ x R' H. 

Soient P et Q les deux bases d’un segment sphé- 

Huit. édit. ■ . . - 1 8 
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rique , H sa hauteur, la solidité de ce segment sera 

(ï±S).h + **h-. 

Si le segment sphérique n’a qu’une base P, l’autre 
étant nulle, sa solidité sera 7 PH + jiH 1 . 
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. NOTES 

SUR LES ÉLÉMENTS DE GEOMETRIE. 


NOTE I. * 

Sur quelques noms et définitions. 

On a introduit dans cet ouvrage quelques expressions et 
définitions nouvelles qui tendent à donner au langage géo- 
métrique plus d'exactitude et de précision. Nous allons 
rendre compte de ces changements , et en' proposer quel- 
ques autres qui pourraient remplir plus complètement les 
mêmes vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme rec- 
tangle et du quatre , on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
égaux. Car, supposer que les quatre angles d'un quadrila- 
tère peuvent être droits, et même que les angles droits 
sont égaux entre eux, c’est supposer des propositions qui 
ont besoin d’être démontrées. On éviterait cet inconvé- 
nient et plusieurs autres du même genre, si, au lieu de 
placer les définitions, suivant l’usage, à la tête d’un livre, 
on les distribuait dans le courant du livre, chacune à la 
place où ce qu’elle suppose est déjà démontré. 

Le mot parallélogramme , suivant son étymologie, signifie 
lignes parallèles ; il ne convient pas plüs à la figure de quatre 
çôtés qu'à celles de six, de huit, etc., dont les opposés 
seraient parallèles. Le mot parallélépipède signifie de même 
plans parallèles ; il ne désigne pas plus le solide à six faces 
que ceux qui en auraient huit , dix , etc. , dont les opposées 
seraient parallèles. Il parait donc que les dénominations de 
parallélogramme et de parallélépipède, qui d’ailleurs ont 
l'inconvénient d'être fort longues , devraient être bannies 
de la géométrie. On pourrait leur substituer celles de 
rhombe et rhomboïde . qui sont beaucoup plus commodes , 

x 8. 
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cl conserver le noin de lozange au quadrilatère dont les 
côtés sont égaux. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans*le même sens 
que celui d’angle j l’un et l’autre indiquent la maniéré 
d’être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent, 
ou qui , prolongés , se rencontreraient. L'inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l’angle est nul , c’est-à-dire 
lorsque les lignes sertit parallèles ou coïncidentes. L’incli- 
naison est la plus grande lorsque l’angle est le plus grand, 
ou lorsque les deuk lignes font entre elles nn angle très- 
obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé- 
rent; une ligne penche d'autant plus sur une autre qu’elle 
s’écarte plus de la perpendiculaire à celle-ci. 

F.uclide et d’autres auteurs appellent assez, souvent trian- 
gles égaux des triangles qui ne sont égaux qu’en surface, 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu’en solidité. 
Il nous a paru plus convenable d’appeler ces triangles ou 
ces solides triangles ou solides équivalents , et de réserver la 
dénomination de triangles égaux, solides égaux , à ceux qui 
peuvent coïncider par la superposition. 

II est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d’égalité qni sont diffé- 
rentes. F.n effet, deux solides, deux angles solides, deux 
triangles ou polygones sphériques , peuvent être égaux 
dans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins 
coïncider par la superposition. Il ne parait pas que cette 
observation ait été faite dans les livres d’éléments ; et ce- 
pendant , faute d’y avoir égard , certaines démonstrations 
fondées sur la coïncidence des figures ne sont pas exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 
teurs prétendent prouver l'égalité des triangles sphéri- 
ques dans les mêmes cas et de la même maniéré que celle 
des triangles rectilignes : et on en voit sur-tout un exemple 
frappant , lorsque Robert Simson (t) , attaquant la démons- 
tration de la prop. xxvm, liv. xi , d’Euclide, tombe lui- 
même dans l'inconvénient de fonder sa démonstration sur 

(»' Voyez l'ouvrage de cet auteur, intitule : Euçlùlù Eleincntonim 
tHrisex, tic. daigna , 17 SC. 
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nne coïncidence qui n’ existe pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n’en- 
traine pas la coïncidence ; nous l’avons appelée égalité par 
symmétrie ; et les figures qui sont dans ce cas , nous les ap- 
pelons figures sym métriques. 

Ainsi les dénominations de figures égales , figures syrnmé- 
triques, figures équivalentes , se rapportent à des choses 
différentes , et ne doivent pas être confondues en une seule 
dénomination. 

Dans les propositions qui concernent les polygones , 'les 
angles solides et les polyèdres , nous avons exclus formel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car, outre 
qu’il convient de se borner dans les éléments aux figures les 
plus simples, fi cette exclusion n’avait pas lieu, certaine» 
propositions ou ne seraient pas vraies , ou auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes donc réduits à la con- 
sidération des lignes et des surfaces que nous appelons con- 
vexes , et qui sont telles qu’une ligne droite ne peut les 
couper en plus de deux points. 

Nous avons employé assez fréquemment l’expression 
produit de deux, ou d’un plus grand nombre de lignes ; par 
où nous entendons le produit des nombres auxquels ces 
lignes sont égales , en les évaluant d’apres une unité linéaire 
prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé, il n’y a 
aucune difficulté à en •faire usage. On entendrait de même 
ce que signifie le produit d'une surface par une ligne , d’une 
surface par un solide , etc. : il suffit d’avoir établi une fois 
pour toutes que ces produits sont ou doivent être consi- 
dérés comme des produits de nombres , chacun de l’espece 
qui lui convient. Ainsi le produit d’une surface par un solide 
n’est autre chose que le produit d’un nombre d'unités su- 
perficielles par un nombre d’unités solides. 

Souvent , dans le discours , on se sert du mot angle pour 
désigner le point situé à son sommet : cette expression est 
vicieuse. Il serait plus clair et pins exact de désigner par nn 
nom particulier, tel que celui de sommets, les points situés 
aux sommets des angles d'un polygone et d'on polyèdre. 
C’est ainsi qu’on doit entendre la dénomination de sommets 
d'un polyèdre dont nous avons fait usage. 


Digitized by Google 


sAtj i. 


Nous ayons suivi la définition ordinaire des figures recti- 
lignes semblables ; mais nous observerons qu’elle contient 
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est n, il faut d'abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position des sommets des 
angles situés hors de ce côté. Or, le nombre de ces angles 
est n — a , et la position de chaque sommet exige deux don- 
nées ; d’où il suit que le nombre total des données néces- 
saires pourconstruire un polygone de «côtés est i-f-an — 4, 
ou in — 3 . Mais dans le polygone semblable il y a un côté 
à volonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu’un poly- 
gone soit semblable à un polygone donné \ est a n — Or la 
définition ordinaire exige, 1" que les angles soient égaux 
chacun à chacun, ce qui fait n conditions; 4 ° que les côtés 
homologues soient proportionnels , ce qui fait n — 1 condi- 
tions. Il y a donc en tout an — 1 conditions , ce qui fait trois 
de trop. Pour obvier à cet inconvénient , on pourrait dé- 
composer la définition en deux autres, savoir : 

1 0 Deux triangles sont semblables , lorsqu'ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 

2° Deur polygones sont semblables lorsqu'on peut former 
dans l'un et dans l'autre un mente nombre de triangles sem- 
blables chacun à chacun et semblablement disposés. 

Mais , pour que cette derniere définition ne contienne 
pas elle-même de conditions su|»erflncs , il faut que le 
nombre des triangles soit égal nu nombre des côtés du po- 
lygone moins deux ; ce qui peut avoir lieu de deux maniérés. 
On peut mener de deux angles homologues des diagonales 
aux angles opposés , alors tons les triangles formés dans 
chaque polygone auront nn sommet commun , et leur somme 
sera égale au polygone; ou bien, on peut supposer que tous 
les* triangles formés dans un polygone, ont pour base com- 
mune un côté du polygone, et pour sommrts ceux des dif- 
férents angles opposés à cette base. Dans l'un ou l’autre cas 
le nombre des triangles formés de part et d’autre étant 
n — 2, les conditions de leur similitude seront au nombre 
de an — /( ; et la définition ne contiendra rien de superflu. 
Cette nouvelle définition étant posée, l'ancienne deviendra 
un théorème qu’on pourra démontrer immédiatement. 
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Si la définition de» figures rectiligne» semblables est im- 
parfaite dans les livres dclémcnts , celle des solides polyè- 
dres semblables l'est encore bien davantage. Dans Euclide, 
celte définition dépend d’un théorème non démontré ; dan» 
d’autres auteurs elle a l’inconvénient d’ètre fort redon- 
dante. Nous avons donc rejeté ce» définitions des solides 
semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d’exposer. Mais, comme il y 
a beaucoup d’autres observations à faire à co sujet, nous y 
reviendrons dans une note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être 
regardée comme un théorème; celle de V inclinaison de deu.c 
plans a besoin aussi d’étre justifiée par un raisonnement ; 
plusieurs autres sont dans le même cas. C’est pourquoi, en 
conservant ces définitions suivant l'ancien usage , nous 
avons eu soin de renvoyer aux propositions où elles sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contenté» d’a- 
jouter un éclaircissement succinct qui nous a paru suffisant. 

l.'anglc formé par la rencontre de deux plans, et l'angle 
solide formé par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point, sont des grandeurs, chacune de son espece, aux- 
quelles il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d'éviter l’obscurité et le» cir- 
conlocutions lorsqu’on parle de l’arrangement des plans qui 
composentla surface d’un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a ,té peu cultivée jusqu’à présent, il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , 
si elles soht réclamées par la nature des choses. 

Je proposerais d’appeler coin l’angle formé par deux, 
plans; l 'arête ou faite du coin serait l’intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alors un coin 
droit serait l’angle formé par deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l’espace 
angulaire solide autour d’une ligne donnée. Cette nouvelle 
dénomination n’empêcherait pas que le coin n’eût toujours 
pour mesure l'angle formé par les deux perpendiculaire» 
menées dans chacun des plans à un même point de l’arête 
ou intersection commune. , . - 
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Enfin , on pourrait appeler angloïde l'espace angulaire 
compris entre plusieurs plans qui concourent en un même 
point. L’angloïde se désignerait par la lettre du sommet 
suivie d'autant de lettres qu'il y a d’arétes réunies au som- 
met; Y angloitle droit serait formé par trois plans perpendi- 
culaires entre eux; huit angloïdes droits rempliraient tout 
l'espace angulaire sphérique autour d’un point ; et deux 
angloules droits adossés par uue lace commune, feraient 
un coin droit. 

Une seule donnée est nécessaire pour déterminer le coin; 
plusieurs le sont pour déterminer l’angloidc. En général, 
tout angloïde intercepte , sur la surface de la sphere décrite 
de son sommet comme centre, un polygone sphérique; et 
si on appelle n le nombre des côtés de ce polygone , le 
nombre des données nécessaires jiour déterminer le poly- 
gone et l'angloide, sera in — 3. Quant à l'espace angulaire 
qui est la grandeur effective de chaque angloïde, il est pro- 
portionnel à l’aire du polygone sphérique intercepté. 

NOTEII. 

Sur la démonstration de la prop. XX, liv. I, et 
. de quelques autres propositions fondamen- 

tales de la géométrie. 

*pl. iî, Dans la démonstration de la prop. XX, liv. I, on sup- 
g. pose qu'étant donné l'angle A , moindre que deux tiers 
d'un droit, et un point D situé au dedans de cet angle, il 
est toujours possible de faire passer par le point O une 
' . droite EF qui rencontre à la fois les deux côtés de l'angle A. 
Celte possibilité est assez évidente pour faire la base d'une 
démonstration. Car si l'on prend des parties égales sur lea 
deux côtés de l’angle, et, qu’on joigne successivement les 
points également distants de A par les droites MN, M'N', 
MW , etc. , il est clair que ces droites s’éloigneront de plus 
en plus du point A } et que leur distance à ce point pourra 
devenir plus grande que toute grandeur donnée. Donc il J 
aura une de ces droites M'N' qui passera au delà du point 
donné D, et alors en joignant N' et D, JS' DE sera la droite 
demandée. 
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Dans Euclidc on démontre d'abord que deux droites AB , fig. 
CE, qui font avec une troisième AC deux angles BAC, ACE, 
dont la somme est égale à deux droits, ne sauraient s« 

, rencontrer; ensuite on prend pour accorde que toute droite 
AI, menée dans l’angle BAC, doit rencontrer CE, en les 
prolongeant suffisamment l'une et l’autre. Si les deux angles 
BAC , ACE , sont droits , la demande d’Euclide revient à 
ceci : Pour peu qu'un angle IAC toit moindre qu’un angle 
droit , toute droite CE , menée perpendiculairement au cité 
AC, doit rencontrer le. cité AI prolongé , ou bien en pre- 
nant l’angle CAI, égal à CAI , on peut l’énoncer encore de 
cette antre maniéré ; Étant donné l’angle IAL aussi peu 
différent qu’on voudra de de ter angles droits, avec un point 
D situé dans cet angle , duquel on ahtiissera DC perpendi- 
culaire sur la droite AC qui divise en dcu.r parties égales 
l'angle IAL, cette droite DC, prolongée suffisamment ren- 
contrera toujours les cités de l'angle IAL. 

La demande d’Eurlidc est donc , relativement à un angle 
aussi peu différent qu'on voudra de deux angles droits, la 
même que celle dont j'ai fait usage relativement à un angle 
trois fois moindre , et où l’inleTsection est beaucoup plus 
manifeste. Par les différents essais qui ont été faits jusqu'iri 
pour suppléer à la demande d’Euclidc , il parait qu'on ne 
peut gueres pousser plus loin la rigueur des démonstra- 
tions dans la propasit. XX, ou, ce qui revient au même, 
dans la théorie des parallèles, à moins de partir d’nne dé- 
finition de la ligne droite différente de celle qui sert de base 
à cet ouvrage. Mais si on considéré cet objet d’une maniéré 
plus abstraite, l’analyse offre un moyen aussi simple que 
facile de démontrer rigoureusement le théorème sur la somme 
des trois angles d'un triangle, ainsi que les antres propo- 
sitions fondamentales de la géométrie. C’est ce que nous 
allons développer avec tout le détail nécessaire. 

On démontre immédiatement par la superposition , et 
sans aucune proposition préliminaire que deux triangles 
sont égaux , lorsqu'ils ont un cité égal adjacent à deux 
angles égaux chacun h chacun. Appelons p le c6 té dont il 
s’agit , A et B les deux angles adjacents’, C le troisième 
angle. Il faut donc que l’angle C soit entièrement deter- 
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mine* , lorsqu’on connaît les angles A et B , avec le cété p ; 
car, si plusieurs angles C. pouvaient correspondre aux trois 
données A, B,p, il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux, ce 
qui est impossible : donc l’angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités A, B,p; ce que j'exprime 
ainsi , C“T : ( A , B , /> ). 

Soit l’angle droit égal à l'unité, alors les angles A, B, C, 
seront des nombres compris entre o et a; et puisque C=z 
9 : ( A, B ,p ) , je dis que la ligne p ne doit point entrer dans 
la fonction 9. En effet on a vu que C doit être entièrement 
déterminé par les seules données A , B , p , sans autre angle 
ni ligne quelconque , mais la ligne p est hétérogène avec les 
nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconque 
entre A, B, C ,p, on en pourrait tirer la valeur de p en 
A , B , C; d'où il résulterait que p est égal à un nombre, ce 
qui est absurde : donc p ne peut entrer dans la fonction 9 , 
et on a simplement C = y : ( A , B )....(■) 

- Cette formule prouve déjà que , si deux angles d’un 
triangle sont égaux à deux angles d’un autre triangle , le 
troisième doit être égal au troisième ; et , cela posé , il est 
facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 

«g ». Soit d'abord ABC un triangle rectangle en A; du point 
A abaissez AD perpendiculaire sur l’hypoténuse. Les angles 
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du 

(l) On a objecté contre cette démonstration que, si elle était 
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte- 
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sième, ce qui n’a pas lieu dans ces sortes de triangles. La réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a un clément de plus que 
dans les triangles pians , et cet élément est le rayon de la spliere 
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , alors 
au lieu d’avoir C=ç(A,B,/»),on aura C — y ( A, B, />,r ) , ou 

seulement Crrç ^A, B, ^ , en vertu de la loi des homogènes. 

Or, puisque le rapport est un nombre , ainsi que A , B , C , rien 

n’einpéche que £ ne se trouve dans la fonction ç , et alors on 
n’en peut plus conclure C — ç (A, B). 
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ttiangifr BAC ; donc , suivant ce qu’on vient de démontrer , 
le troisième BAD est égal an troisième C. Par la même 
raison l’angle DAC=B, donc BAD-f-DAC, ou BAC 
î=:B-t-C : or l’angle BAC est droit ; donc les deux angles 
aigus d'un triangle rectangle , pris ensemble , valent un 
angle droit. 

Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC nn côté fi g 3 ■ 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l'angle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur 
BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 
DAC : or , dans le triangle rectangle BAD , les deux angles 
BAD, A BD, valent ensemble un angle droit ; dans le trian- 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, valent 
aussi un angle droit. Donc les quatre réunis , on seulement 
les trois BAC, ABC, ACB, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dans tout triangle la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

On voit par-la que ce théorème ; considéré a priort , n* 
dépend point d’un enchaînement de proposition», et qu’il 
se déduit immédiatement du principe de l’homogénéité, 
principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons, et faisons voir 
qu'on peut tirer de la même source les autres théorèmes 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus , et 
appelons de plus m le côté opposé à l'angle A, et n le côté 
opposé à l’angle B. La quantité m 'doit être entièrement 
déterminée par les seules quantités A , B ,p; donc m est 

une fonction de A, B, p, et ™ en est une aussi, de sorte 

qu’on peut faire ~ : ( A , B , p ). Mais ~ est un nom- 

bre, ainsi que A et B; donc la fonction <ji ne doit point 
contenir la ligne p , e t on a simplement ~=^:(A, B), 

on rn=p ^ : ( A, B). On a donc semblablement n=p t), ; 

(B, A). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles A, B, C, auxquels soient opposés les côtés tri , ri, p’. 
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respectivement. Puisque A et B ne changent pas , on aura 
dans ce nouveau triangle m' =ip' ( A , B) , et n'—p 1 ^ : 
( B , A ). Donc m: m' :: n : nf :: p : p'. Donc, dans les trian- 
gles équiangles , les côtes opposés aux angles égaux sont 
proportionnels. 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est , comme 
on sait , une suite de celle des triangles équiangles. Voilà 
donc trois propositions fondamentales de la géométrie, celle 
des trois angles d'un triangle, celle des triangles équiangles, 
et celle du quarré de l'hypoténuse, qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fo lift ions. On peut par la même voie démontrer trcs-suc- 
cinctement les propositions concernant les figures sem- 
blables et les solides semblables. 

Soit ABCD un polygone quelconque; ayant choisi un 
côté AB, comme base, formel autant de triangles A B C , 
A BD, etc. sur cette base, qu’il y a d’angles C, D, E, etc. 
au-dehors. Soit la base AB =/>; soient A et B les deux 
angles du triangle AUC adjacents au côté AB; soient A' et 
B' les deux angles du triangle ABD adjacents au même 
côté AB , et ainsi de suite. La figure ABCDE sera entière- 
ment déterminée, si on connaît le côté p avec les angle* 
A , B , A', B', A", B 1 ', etc. , et le nombre des donnée* sera 
en tout an — 3 , n étant le nombre des côtés du polygone. 
Cela posé , un côté ou une ligne quelconque x , menée 
comme on voudra dans le polygone , sera une fonction de 


ces données ; et comme - doit être un nombre , on pourra 
■ H 


supposer ï ; (A, B, A', B’, etc.), ouj-=/>^ : (A, B, 

A', B', etc.), et la fonction ne contiendra point/». Si, 
avec les mêmes angles A , B , A', B', etc. et un autre côté 
p\ on forme un second polygone, on aura ponr la ligne .r', 
correspondante ou homologue à .r, la valeur •r' =p' \ : 
(’A , B , A', B', etc. ) ; donc x ; x' p :/»'. On peut définir 
les figures ainsi construites , figures semblables ; donc dans 
les figures semblables les lignes homologues sont proportion- 
nelles. Ainsi , non-seuleinent les côtés homologues , les dia- 
gonales homologues , mais les ligne* terminées de la même 


1 
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maniéré dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
autres lignes homologues quelconques. 

Appelons S la surface du premier polygone , cette surface 

S 

est homogène au qnarré /»’; il faut donc que — soit un 


nombre qui ne contienne que les angles A, B, A', B', etc. , 
de sorte qu’on aura S=j p’ 9 1 ( A , B , A', B', etc. ). Par la 
même raison, si S' est la surface du second polygone, on 
aura S'=//“ 9 : ( A , B , A', B', etc.). Donc S : S '::/>’ 
donc les surfaces clés Jigures semblables sont entre elles 
comme les quarres des côtes homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu’une face est déterminée au moyen d’un côté connu p et 
de plusieurs angles A, B, C, etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacun 
par le moyen de trois données, qu’on peut regarder comme 
autant d’angles; de sorte que la détermination entière du 
polyèdre dépend d’un côté p , et de plusieurs angles A , B , 
C, etc. v.donc le nombre varie suivant la nature du polyè- 
dre. Cela posé , une ligne qui joint deux sommets , ou , plus 
généralement , toute ligne x menée d’une maniéré déter- 
minée dans le polyèdre sera une fonction des données p , 


A , B , C , etc. ; et comme - doit être un nombre, la fonc- 


tion égale à - ne contiendra que les angles A , B , C , etc., 


et on pourra supposer x-znp 9 ; (A, B, C, etc. ).La surface 
du solide est homogène à p‘ ; ainsi, cette surface peut se 
représenter par/»* : (A, B, C, etc. ); sa solidité est homo- 
gène à/»’, et peut se représenter par />’ n : (A, B, C, etc.), 
les fonctions désignées par iji et n étant indépendantes 
de p. 

Construisez un second solide avec les mêmes angles A , B , 
C , etc. , et un côté p 1 différent de p : nous appellerons les 
solides ainsi construits solides semblables ; et , cela posé, la 
ligne qui était /» ? : ( A, B , C, etc. ), ou simplement/» ? dans 
un solide sera p' ? dans un autre; la surface qui était/»* <ji 
dans l’un sera />'* ij, dans l’autre, et enfin la solidité qui 
était />’ n dans l’un sera p'‘ fl dans l’autre. Donc, t° les 
solides semblables ont les côtés ou lignes homologues pro- 
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portionnclles ; 9 ° leurs surfaces sont comme les quartes des 
côtes homologues ; 3° leurs solidités sont comme les cubes 
de ces memes côtés. 

Les mêmes principes s’appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence et s la surface du cercle dont le 
rayon est r; puisqu'il ne peut y avoir deux cercles inégaux 

décrits du même rayon, les quantités £ et — doivent être 

des fonctions déterminées de r: mais , comme ces quantités 
sont des nombres , elles ne doivent point contenir dans leur 

expression la ligne r; et ainsi on aura p = et p- — C , 

« et 6 étant des nombres constants. Soit c' la circonférence 
et sf la surface d’un autre cercle dont le rayon est r; on 
. c’ s’ 

aura donc aussi p- = « , et p-, — S- Donc c : d : : r : d , et 

s ; s' ; ; r' : r” ; donc les circonférences des cercles sont comme 
les rayons , et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 

Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l’angle 
au centre ; soit .r l’arc qui termine le secteur, et y la surface 
de ce même secteur. Puisque le secteur rst entièrement 
déterminé lorsqu’on connaît r et A , il faut que r et y 

soient des fonctions déterminées de r et de A, donc* et 
sont aussi de pareilles fonctions. Mais * est un nombre, 

ainsi que •£; donc ces quantités ne doivent point contenir 

r, et elles sont simplement fonctions de A , de sorte qu’on 

aura *=r?:A,et^=l:A. Soient x’ et y' l’arc et 1^ 
r r* T 

surface d’un autre secteur dont l’angle est A et le rayon r* ; 
nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables ; et 

puisque l’angle A est égal de part et d’autre, ou aura ^7 

= V ; A, et-Jr, = iji I A. Donc.r : " r\d, et y ’.ÿ :: r’ : r"; 

donc les arcs semblables ou les arcs des secteurs semblables 
sont proportionnels aux rayons , et les secteurs eux-mémes 
sont proportionnels aux quaerés des rayon/. 

Il est clair qu’on prouverait, de la même maniéré, que 
les splieres sont comme les cubes de leurs rayons. 
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On suppose, dans tout ce qui précédé, que les surfaces sc 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de trois; c'est ce qu’il est facile de démontrer 
aussi par voie d'analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont p et q , et sa surface qui est une fonction 
de p et <7, représcnlons-la par 9: {p , g)- Si on considéré 
un autre rectadgle dont les dimensions sont p-\-p' et q , il 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres , l’un 
qui a pour dimensions p et q , l’autre qui a pour dimensions 
p' et q de sorte qu’on aura 

9- (.P+P'i 9 : (p, q) +? : (p'-q)- 

Soit p' —p , on aura ? ( a p , q ) == a 9 (/» , q ). Soit p’— 
•x P , on aura 9 (3 p , q) = 9 {p , q) -f- 9 (a p, q ) = 3 9 
(/>, q )• Soit/>'=3/», on aura ? (4/», q)=9 (p , 9) + 
9 (3 p , q) = 4 ? (p , q)- Donc en général , si / est un nombre 
entier quelconque, on aura ? (//», q)=.k 9 ( p , q) on 
*_(/>. n r - sulte de là est une 
p h p P 

telle fonction de p , qu’elle ne change pas en mettant à la 
place de p un multiple quelconque /.p. Donc cette fonction 
est indépendante de/», et ne doit renfermer que q. Mais 

par une raison semblable -doit être indépendante 


de q ; donc 


7 ) 

p q 


ne renferme ni p ni q. 


et ainsi cette 


quantité doit se réduire a une constante a. Donc on aura 
9 ( p q) — a. p q ; et comme rien n’empêche de prendre 
<1 = 1 , on aura 9 (/>> q)=.p <7; ainsi la surface d’un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d’une manière absolument semblable, 
que la solidité d’un parallélépipède rectangle dont les di- 
mensions sont/», q , r, est égale au produit p q r de ses trois 
dimensions. 

Nous observerons, en finissant, que la considération des 
fonctions , qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déjà été 
employée avec succès pour la démonstration des principes 
fondamentaux de la Mécanique. Voyez les Mémoires d« 
Turin, tome U. 
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NOTE III. 

Sur V approximation de la proposition XVI, 
livre IV. 


Dès qu’on a trouvé un rayon excédent et un déficient qui 
s’accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le 
calcul d'une maniéré très-prompte par le moyen d'une for- 
mule algébrique. 

Soit a le rayon déficient et b l’excédent, dont Indiffé- 
rence est petite ; soient a' et b' les rayons suivants qui s'en 


déduisent par les formules b'=\/ ab, a' 



Ce que l’on cherche, c'est le dernier terme de la suite a, a ' , 
c", etc. , qui est en même temps celui de la suite b , b', i", 
etc. Appelons ce dernier terme x , et soit b= a ( i -J-w) ; 
on pourra supposer x — a ( i -f-P u-+-Q »’ -f-etc. ), P et Q 
étant des coefficients indéterminés. Or les valeurs de b' et a' 
donnent 

V — ( i -f- 7»— etc. ) ; 
fl'=fl ( i -f--* — tïu‘ H- etc.). 

Et si on fait pareillement b' =z a' ( i ) , on aura 
(a 1 — 7 w y - o)* etc. 

Mais la valeur de x doit être la même , soit que la suite a , 
«', a”, etc. commence par a ou par a'; donc on aura 
fl ( i -f- P ta -f- -f- etc. ) o! ( i + P ü’-f-Q -f-etc. )• 
Substituant dans cette équation les valeurs de a' et de u' 
en a et u, et comparant les termes semblables, on en dé- 
duira P = j , et Q — — -77; donc 

x—a ( 1 -f- j-u — tï«’ )• 

Si les rayons a et b s'accordent dans la première moitié de 
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme u*, et la valeur 

b — a 

précédente se réduira à a(i +7u) = aH 


Ainsi , en faisant <7= 1 , 1282667 , et b= 1 , 1286063 , on 
en déduira immédiatement x = 1 , 128379a. 

Si les rayons a et b ne s’accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres , il faudra prendre les trois termes de 
la formule précédente; ainsi en faisant a=i, 1262639 et 
b— 1 , >320149, on trouvera x— 1 , 1283791. 
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On pourrait supposer que a et b sont encore moins près 
l’un de lèautre ; mais alors il faudrait calculer la valeur de 
x avec un plus grand nombre de termes. 

L'approximation de la prop. XIV , qui est de Jacques 
Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren- 
voyons à l’ouvrage de cet auteur, intitulé : Vcra circuit et 
hyperbotœ quadralura , ouvrage d’un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Ou l'on démontre que le rapport de la circon- 
férence au diamètre et son quarré , sont des 
nombres irrationnels. 


Considérons la suite infinie 

a i a‘ i a * 

I — p* — | — • - 1 . ■ 

Z 2 Z.Z-j-I 2.3 Z.Z-f- I .Z-f-2 


+- etc. 


dont le terme général est 


I 


1.2.3 ...» Z.Z+I. Z-f-2.... (z+rt— l) 
et supposons que ? : z en représente la somme. Si on met 
z-f-i à la place de z, f : (z-f-i ) sera pareillement la somme 
de la suite 

a‘ 


i4 


+ -■- 


+ 


-h etc. 


z4-i ' 2 z-J-i.z-pa 2.3 z-J-i.z-f-2.z4-3 
Ketranchons ces deux suites, terme à terme, l’une del’autre, 
et nous aurons ? : z — ÿ : (z-(-i) pour la somme du reste 
qui sera 


4- 


a' 


t a 

2 a z.z-f-i ,z4-2.z4-3 


z.z-f-i z.z-f-i -S 
Mais ce reste peut être mis sous la forme 
a a i a‘ 


+- etc. 


t.z- 


-■ (,+ Æ + a-M-:2*.z- + 3 +e,c); 


et alors il se réduit à ç : (z-f-a). Donc on aura 

z.z-f-i 

généralement 

V '■* — T :(z + t) = ? : (z-f-a)K 

z . z -f- 1 

Divisons cette équation par ? : (z-f-i), et, pour simpli 
fier le résultat, soit iji : z une nouvelle fonction de z telle 
Huit. édit. i y 
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a ? : (z-f-i) a 

que y : z = j—r — ; alors on pourra mettre . 

, 9 :z (i4-i)i:(î+i) 

au lieu de , et - au lieu de 

V : (a+ 1 ) a 


9 : (z+a) 

Ç : (s + i) 


. La substitution faite, on aura 


A : z ~ , 

* -l- 4- : (* + *) 

Mais en mettant successivement dans cette équation z -f- 1 , 
z-f-a, etc., à la place de z, il en résultera 

*:(z-f-i): 


(* + »)’ 


+ :(* + »): 


; î etc. 


z + ( z + 3 ) 

Donc la valeur de 1} : peut s’exprimer par la fraction 
continue : 


4 : z = - 
* * + 


■1 + 


etc. 


Réciproquement cette fraction continue , prolongée à l’in- 

». ^ «?:(z-f-i) 

fini , a pour somme ^ : 1, ou son égalé — - — - ; et 

cette somme, développée en suites ordinaires, est 
a a 1 


* -+ 
a z-f- 1 


-Ht- 


z -f- I . Z + X 


-H etc. 


a‘ 


z a 

1 H f-£. — — 

Z Z . Z + I 


+- etc. 


Soit maintenant *=£, la fraction continue deviendra 


a a 

1 -f- 


4 a 

3 + 


4 a ' 

5 -f- etc. 


dans laquelle les numérateurs , excepté le premier , sont 
tous égaux à 4 a, et les dénominateurs forment la suite 
des nombres impairs 1, 3 , 5 , 7, etc. La valeur de cette 
fraction continue peut donc aussi s'exprimer par 
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la. 


La 16 a' 64 o* 

H ~ p~t r. h etc. 

a .3 2. 3 . 4-5 1.3. .7 

La 16 a* 64 «* 
l+— H r— H ï s+ptc. 


2 2.3.4 2 ’. 3 ... 6 

Mais ces suites se rapportent à des formules connues , et on 
•ait qu’en représentant par e le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est t , l’expression précédente se réduit à 

e lV'«_ e .-2^0 


e^+é 


— — — . | /a ; de sorte qu’on aura en générai 

t 

("''-T 1 '' 4 i t a 

— ; — . %-i/t t — |-4a 

„*Va_y e — tVa ' I -b. 


■La 
5 -f- etc. 

De là résultent deux formules principales selon que a est 
positif ou négatif. Soit d’abord 4s = r’ l on aura 
x 

’ I -+■ -r* 

k T + 

» — » 

5 etc. 

Soit ensuite L a — — et en vertu de la formule connue 

'—x 

— V ' — 1. tang. x, on aura 


— X 

e — c 

~r - 

c -H? 




e^-+ e - 


tang.x — - t 

' T— £ 

- 6 — r‘ 1 

7 — etc. 

Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démons- 
tration. Mais il faut , avant tout , démontrer les deux 
lemmes suivants. 

Lehme I. Soit une fraction continue prolongée à V infini, 
" rn' 

« ■+• etc. •_ •. r 

dans laquelle tous tes nombres m, n , m','n'y«tc. sont des 
entiers positifs ou négatifs ; si on suppose que les fractions 

* 9 - 
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m m' m" • 

composantes — ,— , — -, etc. soient toutes plus petites que 

l'unité , je dis que la .valeur totale île la fraction continue 
sera nécessairement un nombre irrationnel. 

D’abord , je dis que cette valeur sera plus petite que 
l’unité. En effet, sans diminuer la' généralité de la fraction 
continue , on peut supposer tous les dénominateurs n, n’ , 
n", etc. positifs ; or , si on prend un seul terme de la suite 

proposée , on aura , par hypothèse, — < 1. Si on prend le» 

» m' ♦ m' 

deux premiers , a cause de — < 1 , il est clair que n -| — - 

n n’ 

est plus grand que n — 1 : mais m est plus petit que n; et, 
puisqu’ils sont l'un et l’autre des entiers , m sera aussi plua 
’ w’ 

petit que n H -. Donc la valeur qui résulte des deux 

n 

termes 


m 
n • 


m 

~ié 


" * 

est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la 

fraction continue proposée ; et d'abord , suivant ce qu'on 

vient de voir , la valeur de la partie 

m' a». * 

— m 

n ' H 

n 

sera plus petite que l'unité. Appelons cette valeur u , et il 
m , 

est clair que sera encore plus petite que 1 unité : donc 

n-f-u 

la valeur qui résulte des trois termes 
m 

m 

■ m" ï ’ • ’ 

+ — • ? . 

^ n" 

est plus petite que l’unité. Continuant le même raisonne- 
ment , on verra que , quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée, la valeur 
qui en résulte est plus petite que l’nnité ; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à l'infini , est aussi plus 


«» 


ni' 
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petite que l’unité. Elle ne pourrait être égale à l’unité que 
daâs le seul cas où la fraction proposée serait de la forme 
*■ m * 


m 4- 1 ■ 


m' 1 - 


m’ -f- i — etc. 
dans tout autre cas elle sera plus petite. 

Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue 
proposée soit égale a un nombre irrationnel , supposons 
qu’elle est égale à un nombre rationnel , et soit ce nombre » 
B 

B et A étant des entiers quelconques; ou aura dons 

B _* , 

— — m 
A n + m » 

ri H 

* n" + etc. 

Soient C , D , E , etc. des indéterminées telles qu'on ait 

C tri 
— — — - m * 

B *' + — m’" 

a -I 

ri" + etc. 

D 

_ = — f m"' 

C n " -4- — to" 

4- etc. 

et ainsi à 1 infini. Ces differentes fractions continues ayant 
tous leurs termes plus petits que l’unité , leurs valeurs ou 
B C 13 F 

sommes etc. seront plus petites que l’unité, 

suivant ce qui vient d’étre démontré , et ainsi on aura 
B<A, C<B,D<C, etc. ; de sorte que la suite A, B, C, 

D , E , etc. est décroissante à l’infini. Mais l'enchaînement 
des fractions continues dont il s'agi fr-donne 

A « 4- gi d’où résulte C = ifc A — nB, 

C_ rri 

B ri 4 - - ; d’où résulte D= m ’ B — ri C , 

D 

- — E ' 

, C «" 4- — ; dîoù résulte E =: m" C — ri‘D, 

** D ! 

etc. etc. - 
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El puisque les deux premiers nombres A et B sont entiers 
par hypothèse , il s’ensuit que tous les autres C, D f 
E , etc. , qui jusqu’à ce moment étaient indéterminés, sont' 
aus-i des nombres entiers. Or , il implique contradiction 
qu’une suite infinie A , B , C , D, E, etc. soit à-la-fois dé- 
croissante et composée de nombres entiers ; car d'ailleurs 
aucun des nombres A , B , C , D , E , etc. ne peut être zéro , 
puisque la fraction continue proposée s’étend à l’infini, et 

qu ainsi les sommes représentées par —, -, -, etc. doivent 

ABC 

toujours être quelque chose. Donc l’hypothese , que la 
somme de la fraction continue proposée est égale à une 

JJ 

quantité rationnelle — , ne saurait subsister ; donc cette 

A ■. 

somme est nécessairement un nombre irrationnel. 

Limmk II. Les memes choses étant posées , si les fractions 
in in’ m" 

composantes — , — , , etc. sont d une grandeur quelcon- 

n n' n" 

que au commencement de la suite ; mais qu’ après un certain 
intervalle , elles- soient constamment plus petites que l’unité ; 
je dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu 'elle s 'étende à l'infini , aura une valeur irrationnelle, 
m"’ 

Car, si à compter de — — , par exemple , toutes les frac- 
m’" m" m * 

lions——, , — , etc. a 1 infini , sont plus petites qu* 

n n" n’ 

l’unité , alors , suivant le lemme I , la fraction continue 


— 57 . m' 


«‘ H — v . 

. n •+- etc. 

aura une valeur irrationnelle. Appelons celte valeur » , et 

la fraction continue proposée deviendra 

m , 

— m 

n" -f- ». 

Mais si on fait successivement 


H-f-ts 1 ' 
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il esl clair que, u étant irrationnelle, toutes les quantités 
J " , doivent l’être pareillement. Or, la derniere <»"' 
est égale à la fraction continue proposée ; donc la valeur de 
eclle-ci est irrationnelle. 

Nous pouvons maintenant , pour revenir à notre sujet , 
démontrer cette proposition générale. 

THÉORÈME. 


Si un arc est commensurablc avec le ray on , sa tangente 

sera incommensurable avec le meme rayon. 

■ m 
En effet , soit le rayon = i , et l’arc x = , m et n étant 

fl 

des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnera, 
en faisant la substitution , 
m m 

tang. — = — m' 

n n—— m * 

5 n 

7/1 — etc. 


Or cette fraction continue est dans le cas du lemme II ; car 
il est clair que les dénominateurs 3 a, 5«, 7 n, etc. augr 
mentant continuellement , tandis que le numérateur m * 
reste de la même grandeur, les fractions composantes seront 
ou deviendront bientôt plus petite* que l'unité , donc la 
m 

valeur de tang. — est irrationnelle ; donc , si l’arc est com~ 
n 

mensurable avec le rayon , sa tangente sera incommen- 
surable. ■ 

De là résulte , comme conséquence très-immédiate , la 
proposition qui fait l'objet de cette note. Soit n la demi- 
circonférence dont le rayon est 1 ; si tr était rationnel , l’arc 

— le serait anssi , et par conséquent sa tangente devrait être 


irrationnelle : mais on sait , au contraire , que la tangente 


de l'arc — est égale au rayon 1 ; donc it ne peut être ration- 

4 

nel. Donc le rapport de la circonférence au diamètre , est 
un nombre irrationnel (i). 


( ■ ) Cette proposition a été démontrée pour la première fois psr 
Zsmbert, dans les Mémoires de BerUn , aunée 1761. 
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Il est probable que lé nombre TT n’est pas même compris 
«lans les irrationnelles algébriques , c'est-à-dire , qu’il ne 
peut être la racine d’une équation algébrique d’un nombre 
fini de termes dont les coefficients sont rationnels : mais il 
parait très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
position ; nous pouvons seulement faire voir que le quarré 
de iv est encore un nombre irrationnel. 

En effet , si dans la fraction continue qui exprime tang. r, 
on fait , à cause de tang. tj = o , on doit avoir 

ir* 

0 = 3 — -- T* 

5 TT* 

7 9 — etc - 


« m 
3 = m 


. . . rn 

Mais si TZ l était rationnel, et qu’on eût = — , m et n 

étant des entiers , il en résulterait 

. =— 

ori m 

7 m 

9" 

1 1 — etc. 

Or , il est visible que cette fraction continue est encore 
dans le cas du lemme II , sa valeur est donc irrationnelle , 
et ne saurait être égale au nombre 3. Donc le quarré du 
rapport de la circonférence au diamètre , est un nombre 
irrationnel. 


NOTE V. 

Où l’on donne la solution analytique de divers 
problèmes concernant le triangle , le quadri-. 
latere inscrit , le parallélépipède et la pyra- 
mide triangulaire. 

PROBLÈME PREMIER. 


Étant donnés les trois eûtes d'un triangle , trouver sa sur. 
face , le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cir- 
conscrit. 

3, Soient les côtés BC = «, AC =.b, AB = cjsi du som- 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté opposé 

3. BC , on aura * AC = AB -+- BC — aRC X BD ; donc BU = 



X 

X. 
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Ô* 


• Cette valeur donne AB — BD ou AD = c’ 




4 a‘ 


; donc AD 


_ ** y_ 

\/[l>«'c'-(a‘ + c'-b; Y] Soit s Vaite du , ria „ gle> 

a a •' 

on aura S = 4 ®C X AD ; donc 

S=\’v'[l\a‘c 1 -f < a'+c'-b'Y\=\\/{ia'b'+ia'c'-\- , xb'c'-a { -b i -c i ) 
Celte formule peut encore se réduire à une autre forme 
plus commode pour le calcul logarithmique ; pour cela il 
faut observer que la quantité !\ a ' c ‘ — + — ô*)“ est 

le produit des deux facteurs 1 ac-\-(a'-\-c' — b') et 2 ac — 

(«’ -f- e* — b’) j le premiers: (a-f-c)’ — b * =r (n c -H b ) 
(a+c— ô); le second = ô* — (a— c)'=(b+a— c) (b — fl+c) » 
donc on aura 

S=-jl/[ (a-4-6-f-c) (<ï + i-*-c) (a-f-c — b) (ô-f-c — a)] 

Enfin si on fait —p, ce qui donne a-\-b-y-c = ip, 

2 

a -p b — c=z 2 p — ■ 2 c , u -J- c — b^ziip — 24, b f - c — a~2yj—- 2fl> 
on aura encore plus simplement 

S =*✓(/> . p — a .p — b .p — c). 

D’où l’on voit que pour avoir la surface d’un triangle dont 
les trois côtés sont donnés , il faut prendre la demi -somme 
des trois côtés , de cette demi-somme retrancher successive- 
ment chacun des côtés , ce qui donnera trois restes , multi- 
plier ces trois restes entre eux et par la demi-somme des 
côtés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cett^ 
racine sera l’aire du triangle. 

Soient maintenant s le rayon du cercle circonscrit au 
triangle , et u le rayon du cercle inscrit dans ce même tri- 
angle, on aura suivant la prop. ttni, liv. m, 


•r abc 

t = A— - et u = 

J 


aS S J ^ , 

= - ; donc en substituant la 

a-f-6 + c p 


valeur trouvée de S , il viendra 

-J abc 

l /{pp — a,p — bp — c)’ 


^( p-a.p-b.p-cy 
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NOTE V. 


PROBLEME II. 

Étant donnes les quatre côtes d’un quadrilatère inscrit , 
trouver le ntyon du cercle , la surface du quadrilatère et 
ses angles. 

fig 4- Soient le» côté* donné» ARrrra , BC=uA, CD D K=zd, 

et le» diagonale* inconnues AC — c, BD—y , on aura , sui 

. . 1 ad bc 

vant le theor. 33 , liv. m, ay=zac-\- bd et - — — ; ; 

y a b + cd 

d'où l’on tire 




(ac+bd) (ad+bc) 


wc 


(ac+bd) (ab+-cd) s 


ab+cd J’ J V \ ad-\-bc _ J 
Mais , suivant le problème précédent , le rayon du cercle 
circonscrit au triangle ABC, dont les côtés sont a, b,x, peut 

ab x 

s’exprimer par la formule z — — — — • 

V 1 l/[4 a ô’-(«'+ô‘-ar)‘J 

Substituant au lieu de r la valeur qu’on vient de trouver 
et décomposant le résultat en facteurs , on aura 

y T (ac+bd) (ad+bc) ( ab+cd) "1 

* V — d) (a -^-b+d — c) ( a+c+d — b) (b+c+d— a) J 

~ab r 

Cela posé , l’aire du triangle ABC = — < — , celle du trian- 

— . C il JC 

gle ADC ■= ; donc l’aire du quadrilatère A BCD as 

z 

( ab+-cd ) x 


= ïl /[(.a+b+c—d) (a+b+d -c) ( a+c+d— b ) (b+c+d — «)]. 
Et si on fait , pour abréger , p = 7 (a -J-ô-f-c+ d) , on 
aura l’aire A BCD =i/ (jg- a.p-b.p-c.p-d). Enfin pour 
avoir l’un des angle* , par exemple , l’angle B , on qbser- 

a’ + b‘ — x‘ 

vera que le triangle ABC donne cos B =r 2~âb ’ 

substituant la valeur de x et réduisant , ou aura cos B = 

a' +b' — c* — d\ . i — cos B 

— De la on tire , ou tang. 7 B 

, 1 + cos B 


Die 


a ab+% cd 
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Donc 


_ ’ — ( a — b) ' (a-f-c-f-t/— b) (b+c-\-d — a) 

' — (c — d)' (a | b ~\ c—d) — c) 

-* ^ ‘=v(^0} 


PROBLEME III. 

* 

Dans le quadrilatère B D C dont les angles opposés B £g- 5. 
et C sont droits , étant donnés les deux côtés AB , AC avec 
l'angle compris BAC , trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. 

Soit AC = b, AB fc= c , et l’angle BAC = A ; si l’on pro- 
longe BD et AC jusqu’à leur rencontre en Et, le triangle 
BAE rectangle en B, où l'on connaît l’angle BAE et le côté 
c c 

AB , donnera AE = ; donc CE == b. Ensuite 

cos A cos A 

le triangle DCE rectangle en C , où l’on connaît le côté 

CE et l’angle CDE = A , donnera C D CE cot A = 

c—b cos A ^ , .... ô— c cos A 

: . On aura donc semblablement BD = : — - — • 

sin A ; sin A 

Ce sont les valeurs des deux côtés cherchés du quadrilatère- 

De-là résulte la diagonale AD = v/ (AC H- DC} = 

y/ c — b cos A N aôc cos A) 

V \ b sin A ' )~ sin A 

le triangle BAC on aurait BC = i /[b' -\-c' — ibc cos A). 


Mais par 


Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles obliques, 
est à la diagonale BC qui joint les deux angles droits :: i 
;sin A. 

Sc/içlie. La diagonale AD est en même temps le dia- 
mètre du cercle dtfns lequel le quadrilatère ABDC serait 
inscrit. 

Dans ce cercle on anrait l’angle ABC — ADC , donc en 
abaissant CF perpendiculaire sur AB , les triangles BFC , 
ADC sont semblables et donnent AD : BC :: AC:FC :: i : 
sin A ; ce qui s’accorde avec le résultat précédent. 


i 
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NOTE V. 


Gg 6. 


PROBLÈME IV. 


Étant données les trois arêtes d’un parallélépipède avec 
les angles qu'elles font entre elles , trouver la solidité du 
paraît ■ lepipede. 

Soient les arrêtes SA=/,éB=r^, SC = A, et les angle* 
compris ASB=ra, ASC = S , BSC = y. Si du point C on 
abaisse CO perpendiculaire sur le plan ASB , le triangle 
rectangle CSO donnera CO = CS sin CSO = A sinCSO. D’ail- 
leurs la surface du parallélogramme ASBP = fg sin <*. Donc 
si on appelle S la solidité du parallélépipède ST , on aura 
S—fgh sin a sin CSO. Il reste à trouver sin CSO. 

Pour cela du point S comme centre et d'un rayon = i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en D , E , F, G , 
les droites SA , SB , SC , SO; vous aurez un triangle DEF 
dans lequel l’arc FG est perpendiculaire sur ED , puis- 
que le plan CSO est perpendiculaire sur ASB. Or le 
triangle DEF, où l’on a les trois côtés DE = «, DF = 

, cos 6 — cos « cos v . 

G > EFizry , donne cos E = : : L et stn E = 

sin a sin y 

V' ( 1 — C"S* » — cos‘ S — cos* y-f s cos g cos g cos y ) 
sin a sin y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF bu sin CSO 
= sin E sin EF =sin y sin E. Donc S =fgh sin a sin y sin E, 
ou 

S=/£/jl/(l— COS J # — COS* 6 — cos’ y -+- 2 COS * COS g COS y). 
Dans cette expression la quantité sous le radical est le 
produit des deux facteurs sin a sin y -f- cos £ — cos a cos y et 
sin « sin y —cos g+cos a cos y. Le premier =cos g— cos (*+y) 

■ a ~t“S+Y . «+y — G . , . \ ' 

— i sin sin , le second=cos (e — y)— cos g 

2 2 « , 

’ Donc la solidité cherchée 
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PROBLÈME V. 


Les memes choses étant données que dans le problème 
précédent , trouver l'expression de la diagonale qui joint 
deux sommets opposés. 

i Soit la diagonale de la base SP=z et la diagonale 
cherchée ST — u ; le triangle ASP dans lequel cos SAP 
= — cos x , donnera z'—f' -f-g J -f- a^cos *; pareillement 
le triangle TSP dans lequel eos TPS = — cos CSP, don- 
nera u'sss: z* -f-A’ -f- ihz eos CSP. Il ne s’agit plus que 
d’avoir le eosinus de l’angle CSP ou de l’arc FH : or 
dans le triangle sphérique E F H , on a cos F H = 
eos EF cos EH -f- sin EF sin EH cos E; substituant les 


■ ' cos g — cos * cos V . 

valeurs EF= y et cos E = — , il viendra 

S 1 I 1 x sin y ■ 

sin EH 

cos FH = cos y cos EH H : — — (cos g — cos x cos y ) = 

sin a 

sinFHcosg sin (a — EH), cos y sinEHcos g+sin DHcosy, 
sin a sin a * sin a 

Donc a hz cos F H , ou 2 Hz cos CSP = a h cos g. 
z sin EH z sip DH 


sin a 


-f- a h cos y. ■ 


sin x 


-. Mais dans lç triangle BSP 


SP sin BSP SP sin BPS 

on a BP = — ; — — et BS = — , pe qui donne 


sin SUP 


sin SBP 


z sin F.H , z sin DH 

— : — f et — : — g. Donc a hz cos CSP = a fh 

sin x si 11 x 

cos g-f-a g h cos y. Donc enfin le quarré de la diagonale 
cherchée : 


u‘ -\-h‘ + ifg cos x -f- ofh cos g-f- igh cos y. 

Corollaire. L’angle solide À est formé par les arêtes 
f, g, h , faisant entre elles deux à deux les angles aoo°— x , 
aoo° — g, y; ainsi il suffit de changer les signes de cos x et 

cos g dans l’expression de SE pour avoir celle de AM. 
Faisant de même pour les deux antres diagonales, on aura 
les valeurs de leurs quarrés comme il suit : 


' 


3oa *0*K V. 

fr 

ST =/* +g-’-f-A*-f-î/^cos a + 2/A cos g-f-i cos y 

« V 

AMzz/’+f’+A 1 — îfgcos a — a/4cos é'+î g- A cosy 
BN=/*ri-g- -f-A 1 — tfg cos cos 6 — a g'Acosy 

CP —f'-\-g'-\- A’-J-j i ,/g cos » — a/A cos 6 — i g h cos y 

De là on tire ST ■+■ AM -f- UN -f-CP = lif‘ -1- l>g'-h 4 h’ . 
Donc 3 dans tout paralU : lepipede , la somme des quarrés des 
quatre diagonales est égale h la somme des quarrés des 
douze antes. Ce théorème remarquable et analogue à celui 
*14.3. qui a lieu dans le parallélogramme*, pourrait se déduire 
*° r - immédiatement de ce dernier. Car au moyen des parallélo- 
grammes SCTP , ABMN , on a 

ST + CP = a SC + a SI\ 

Âm’+ Bn’= a BM-f- a AB. 

Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC=BM 
et SP-f-AB=:aSA-f- 2 SB, il viendra ST -+- AM -}- 
BN'-f-CP'= 4 Si + 4 SB + 4 SC*. 


problème vi. 


Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même 
sommet d'une pyramide triangulaire , et les trois angles 
que ces arêtes forment entre elles , trouver la solidité de la 
pyramide. • 

fig. -. Soit S ABC la -pyramide triangulaire proposée, dans 
laquelle on connaît les arêtes SA=z/, SB -g, SC = b , 
et les angles compris ASB = a , ASC = g , BSC = y. Si 
sur les arêtes SA , SB , SC , données de grandeur et de 
position , on décrit le parallélépipède ST, la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le 
sixième du parallélépipède ST. Donc cp appelant P la soli- 
dité de la pyramide, on aura , d’après le probl. vi, 
t=tfgft \/\t — cos'a — cos ‘g — cos'y-J-acos a cosgeosy) 


ouP=x^çAi/[sin 


eri-g+y . a+g — f . cri -* — 6 . y+ 6 — a. 

sin sin sut J. 

a 2 2 a 
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PROBLÈME VII. 


Étant donnés Us sic côtés ou arêtes d'une pyramide tri- 
angulaire , trouver sa solidité. 

Si l’on conserve les mêmes démonstrations que dans le 
problème précédent , et qu’on fasse de plus BC — f , 

y* -4- g - ' — h ” 

CAr —g , BArrA' , on aura cos a = ; , cos S — 


g'+k’-f’ 


Substituant ces va- 


f‘+h‘— g 1 ' 

— , co s 

j//i 

leurs dans la formule trouvée, et faisant pour abréger 
ff+h‘—f' = F,/‘ + h‘-g'‘=G,/‘+g‘—h'‘=zlI, 


ou aura la solidité demandée 
P = -rr\ g' /»’ — f‘ F* — f* G* — h' H’-f-FGH). 

Dans l’application de ccs formules on observera quey , 
g 1 , lé , désignent les côtés d’une même face ou base, et 
fi g i " , les trois autres arêtes , qui aboutissent au sommet, 
leur disposition étant telle que f est opposée à y , g à g J 
et h a h'. 

Scholie. Soit A la somme des quatre triangles qui com- 
posent la surface de la pyramide , soit r le rayon de la spliere 
inscrite; il est aisé de voir qu’on a P — A X 7 r; car on peut 
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le rentre de la spliere , 
et pour bases , les différentes faces de la pyramide. On a 


donc le rayon de la sphere inscrite r = 


3P 


fig-7- 


PROBLÈME VIII. 


Les mêmes choses étant données que dans le problème FI, 
trouver U rayon de la sphère circonscrite à la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB , ri , $ 
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan 
SAB ; soit pareillement N le centre du cercle circonscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
point N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires situées 
dans un même plan MDN perpendiculaire à SA , se ren- 
contreront en un point O qui sera le centre de la sphere 
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circonscrite ; car le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire MO, est à «‘gale distance des trois points S, 
B, A; $t ce même point , comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO , est à égale distance des trois points 
S , A , C ; donc il est à égale distance des quatre points S, 
A , B , C. 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le 
plan SAB , au moyen du quadrilatère SD MH , dont les 
deux angles Ü et H sont droits, et où l'on a SDzzr^y, 
S H = rg, et ASB = *. Donc on aura (d’après le pro- 
--jy cos a 

blême iu ) , DM = — — — — ; semblablement on aura 


sm a 


D,\ = 


— 7/ co s g 
sin g 


Appelons D l’angle 1 VÏDN qui mesure l’inclinaison des 

deux plans SAB , SAC ; dans le triangle sphérique dont 

a , g , y , sont les côtés , D sera l'angle opposé au côté y , et 

. . cos -r — cos a cos g 

ainsi On aura cos D — — : , de sorte que 

sin a sin g 

l’angle D peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère O M D N dont les deux 
angles M et IV sont droits , et où l’on connaît les deux 
côtés HID, DN et l’angle compris MDN=D, on anrt 

par le problème 1 1 1 , le quarré de la diagonale OÜ = 

UM 4 - Ï)N— *9. DM X DN cos D „ . * , , . , 

. Ensuite dans le triangle 

sin’ D e 

O SD rectangle en D, on aura SQ = OD-+-SD, c’est la 
valeur du quarré du rayon de la spliere circonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DM , DN et 
ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d’avoir 
immédiatement l’expression du rayon SO , par le moyen 
des données du problème vi, on trouvera pour résultat : 

if 1 sm *y-f-£ 1 sin 1 g-)-A * sin * « — a fg (eosa— eosg cos y) 1 
<_ y/ , - — ifh cos g — oüiCicosy) — ( co* y — cos x cos g i >• 

/ 1- — COS* X — cos* g — cos* 


1 y-f-acotacot g cosy 


S 
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NOTE VI. 

/ 

Sur la plus courte distance de deux droites non 
situées dans le même plan. 


Soient AB, CD, deux droite» données , non située» dans le , 3 t 
même plan , dont il s’agit de trouver la plus courte distance. %• *• 
Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD l’un en C, l’autre en D; dea 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB ; 
dans le plan ABD menez DE parallèle et AE perpendiculaire 
à BA, ce qui formera le rectangle ABDE; dans le plan CAE 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le 
plan CDE menez IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre de 
CD en K, faites AL = IK et joignez KL; je dis, i° que la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
données AB , CD ; a° que celte même droite Kl, est plus 
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes 
AB , CD , et qu’ainsi KL , ou son égale AI , est la plus courte 
distance demandée. > 

En effet, i° les trois droites AB, AC, AE étant par 
construction perpendiculaires entre elles , l’une d’elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc AB 
est perpendiculaire à AI; d’ailleurs Kl est parallèle à DE, 
et DE à AB , donc Kl est parallèle à AB , et puisqu’on a fait 
AL — Kl , il s’ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 

Cela posé, l’angle AIK est droit ainsi que AIC, donc la 
droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; donc 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE, 
et par conséquent est perpendiculaire à CD. Donc, t° la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
AB, CD. 

a" Soit M un point quelconque de la droite CD; si par 
ce point on mené MN parallèle à DE on à AB, la distance 
du point M à la droite AB sera égale à AN , puisque l’angle 
BAN est droit. Or on a AN > AI ; donc AI est la plus courte 
distance des lignes données AB , CD. 

Soient les perpendiculaires CA = a, et DB — UE — b, 

Huit. édit. a o 
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on aura CE:=\/ («* -+- b' ) ; et parce que l'aire du triangle 
ACE s’exprime également par -j AC X AF. et par ~ CE X AI , 

ACXEA ab „ 

on aura AI= — — — — — — . C est I expression 

CE \/(a *+**) 1 

de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps on fait la distance AB = e, et qu’on 
appelle A l’angle compris entre les deux lignes données , 
c’est-à-dire l’angle CDE, compris entre la ligne CD et une 
parallèle DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en E 

„ DE c 

donnera cos CDE = — — , ou cos A = — ; 

CD v{a‘-\-b'+c')’ 


car on a CD = CE-f- ED — a' -f-é’ -f-c’. De là on tirerait 
t/(a’+û*) c 


aussi sin A = 


V '{a' + b‘+c‘). 


• et cot A = 




NOTE VII. 

Sur les polyèdres symmctriques. 

C’est pour plus de simplicité que nous avons supposé 
dans la déf. 16 , liv. VI , que le plan auquel les polyèdres 
symmétriques sont rapportés, est le plan d’une face : on 
pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque , 
et alors la définition deviendrait plus générale, sans qu’il 
y eût rien à changer à la démonstration de la propos. 11 , 
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée très-juste 
de la maniéré d’être de ces deux solides , en regardant l’un 
des deux comme l’image de l’autre formée dans un miroir 
plan , lequel tiendra lieu du plan dont nous venons de 
parler. 

NOTE VIII. 

. Sur la proposition XX F, livre FIL 

Ce théorème qu’Eulcr a démontré le premier dans les 
Mémoires de Pétcrsbourg , année 17X8, offre plusieurs 
conséquences qui méritent d’être développées. 

i u Soit a le nombre des triangles , b le nombre des qua- 
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drilateres, c le nombre des pentagones, etc. qui composent 
la surface d’un polyèdre; le nombre total des faces sera 
a -f- b -f- c 4- d -f- etc. , et le nombre total de leurs côtés sera 
3« 4- !\b -f- 5c -f- etc. Ce dernier nombre est double de 
celui des arêtes , puisque la même arête appartient à deux 
faces , ainsi on aura 

H = « — A — c- — |— r/ — f- etc. 
a A — 3a -J- /| b -f- 5c -\- etc. 

Et puisque, suivant le théorème dont il s’agit, S + H = A 
-f -2 , on en tire 

a S = 4 ~h a + aft-f- 3e -f- etc. 

Une première remarque que fournissent ces valeurs , c’est 
que le nombre des faces impaires a-J-c-4-e-|-ctc. est tou- 
jours pair. 

On peut faire pour abréger M = i-f- 2 c-t- 3«/+ etc. , et 
alors on aura 


A ^ H ~f- 7b), 

S = 2 + 7H+4“. 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A >4 H, et S> 
2 -f-4 H , où il faut observer que le signe > n’exclut pas l’éga- 
lité, attendu qu’on pourrait avoir u = o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est 2 A , 
celui des angles solides est S , de sorte que le nombre moyeu 

des angles plans qui forment chaque angle solide, est — — . 

5 


Ce nombre ne peut être moindre que 3, puisqu’il faut 
au moins trois angles plans pour former un angle solide; 
ainsi on doit avoir 2A>3S, le signe > n’excluant pas 
l’égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 
H et « , on aura 3 H f- u > 6 -f- 4 H -f- 4 <■> , ou 3 II > i a -f- u. 
Remettant les valeurs de H et a en a , b , c , etc., il en 
résultera 

3a -J- ib -f- c > i a + c -f- if-\- 3g , -t- etc. 
d’où l'on voit que a , b , c, ne peuvent pas être zéro à la 
fois, et qu 'ainsi il n’existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. 

Puisqu’on a H > 4 -f- \ w , la substitution dans les valeur» 
de S et de A donnera S > 4 -f- j « , et A > G + w. Mais en 
même temps on a u < 311 — 12 ; et de là il résulte S< 2 H — ty 

20 . 
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et A < 311 — 6 , où l’on se souviendra qne les signes > et 
< n’excluent pas l’égalité. Ces limites ont lieu généralement 
dans tous les polyèdres. 

a° Supposons aA> 4 S, ce qui convient à une infinité 
de polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans ou plus, on aura dans 
ce cas H > 8 « , ou , en faisant la substitution , 

a > 8 ~|- c -J- id -f- 3e -f- etc. 

Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangu- 
laires ; la limite H > 8 -f- w donne S> 6 -f-<o,ctA>ia-|- 2 oi. 
Mais on a en même temps u < H — 8 ; et de là résulte S < H 
— a , A< a lf — 4- 

3° Supposons a A > 5 S , ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
quintuples, il en résultera H >20 + 3 u, ou 
a > ao -p- a b -f- 5e-f- 8 */-|-elc. 

Et on aura en même temps S> ia-f- 2 », et A>3o-f-5«; 
enfin de ce que » < ~ (H — ao), on tire les limites S < 
t(H — a), A<{ (H — a). 

On ne peut supposer a A — 6 S ; car on a en général 
> aA-l-ao)-|-ia = 6 S; donc il n’y a aucun polyèdre dont 
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou 
plus ; et en effet la moindre valeur qu’aurait chaque angle 
plan , l’un portant l’autre , serait l’angle d’un triangle équi- 
latéral , et six de ces angles feraient quatre angles droits , 
ce qui est trop grand pour un angle solide. 

4° Considérons un polyèdre dont toutes les faces soient 
triangulaires , on aura o> =r o , ce qui donnera A = i H , et 
S = î + jH. Supposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre soient en partie quintuples , en partie sextu- 
ples ; soit p le nombre des angles solides quintuples, q celui 
des sextuples, on aura S =p-\~q et % A. = bp~\-6q, ce qui 
donne 6S — a A =p : mais on a d’ailleurs A = -j H, et S = 
i + iH; donc p — 6S — îA= ta. Donc si un polyèdre a 
toutes ses faces triangulaires , et que ses angles solides soient 
en partie quintuples , en partie sextuples , les angles solides 
quintuples seront toujours au nombre de ia. Les sextuples 
peuvent être en nombre quelconque : ainsi , en laissant q 
indéterminé, on aura dans tons ces solides S ta-f-fl» 
H = ao4-2<7, A = 3o-f-3ÿ. 
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Nous terminerons ces applications par la recherche du 
nombre de conditions ou données nécessaires pour déter- 
miner un polyèdre; question intéressante , et qu’il ne parait 
pas qu’on ait encore résolue. 

Supposons d’abord que le polyèdre soit d'une espece dé- 
terminée , c’est-à-dire qu’on connaisse le nombre de ses 
faces , le nombre de leurs côtés individuellement , et leur 
disposition les unes à l’égard des autres. On connaît donc 
les nombres H , S , A , ainsi que a , b , e , d, etc. ; il ne s’agit 
plus que d’avoir le nombre de données effectives , lignes ou 
angles, parle moyen desquelles le polyèdre peut être cons- 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra 
an — 3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — «; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation ; ainsi la position de S — n sommets exigerait 3S — 

3 n données, auxquelles ajoutant les an — 3 de la base, 
on aurait en tout 3 S — n — 3. Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand , il doit être diminué du nombre de con- « 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous avons 
appelé n le nombre des côtés de la base , appelons de même 
n' , n" , etc. les nombres de côtés des nôtres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres n' , n ", etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent , 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la suitd 
(n' — 3 ) — f- ( /ï " — 3 ) + (/»"' — 3)-f-etc. Mais le nombre des 
termes de cette suite est H — i , et d’ailleurs n — |— /»' — n" 

-4- etc. — sA : donc la somme de la suite sera a A — n — 

3 (H — i ). Retranchant cette somme de 3S — n — 3 , il res- 
tera 3S — aA-|-3H — 6, quantité qui , à cause de S-f-H= 
A-f-a , se réduit à A. Donc le nombre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la meme 
espece , est égal au nombre de scs arctes. 

Remarquez cependant que les données dont il s’agit ne 
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doivent pas être prises au hasard parmi les lignes et les 
angles qui constituent les éléments du polyèdre ; car, quoi- 
qu'on eut autant d'équations que d'inconnues , il pourrait 
se faire que certaines relations entre les quantités connues 
rendissent le problème indéterminé. Ainsi il semblerait , 
d’après le théorème qu’on vient de trouver, quels connais- 
sance des arêtes seules suffit en général pour déterminer un 
polycdrej mais il y a des cas où cette connaissance n’est 
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une infinité 
d’autres prismes qui auront des arêtes égales et placées de 
la même maniéré. Car, dès que la base a plus de trois côtés , 
on peut, en conservant les côtés, changer les angles , et 
donner ainsi à cette base une infinité de formes différentes; 
On peut aussi changer la position de l’arête longitudinale 
du prisme par rapport au plan de la base, enfin on peut 
combiner ces deux changements l’un avec l’autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arêtes ou côtés n'au- 
rout pas changé. D’où l’on voit que les arêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

, Les données qu’il convient de prendre pour déterminer 
un solide, sont celles qui ne laissent aucune indétermina- 
tion , et qui ne donnent absolument qu'une solution. £t 
Kg. ii. d’abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma- 
niérés, si on connaît le côté AB, avec les angles adjacents 
BAC, ABC, pour le point C; les angles B AD, ABD, pour 
le point D, et ainsi des autres. Soit ensuite M un point dont 
il faut déterminer la position hors dH plan de la base; ce 
point sera déterminé, si, en .imaginant la pyramide MABC, 
«il seulement le plan MAB, on connaît les angles MAB, 
ABM, et l'inclinaison du plan MAB- sur la base ABC. Si 
on détermine, par le. moyen de trois données pareilles la 
position de chacun. des. sommets du polyèdre hors du plan 
de la base., il est clair que le polyèdre sera déterminé abso- 
lument et d'une- maniéré unique , de sorte que deux polyè- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 
ment égaux ; ils seraient cependant symmétriques l’un de 
l’autre, s'ils étaient construits de différents côtés du plan 
de la base. 


Digitized by Google 


NOTE TI II. 


3l I 

Il n’est pas toujours nécessaire d’avoir trois données 
pour déterminer chaque angle solide d’un polyèdre; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déjà détermiué dont 
l’intersection avec la base soit FG , il suffira , après avoir 
pris FG a volonté, de connaître les angles MGF, MFG; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit se 
trouver sur deux plans déjà déterminés , ou sur leur inter- 
section commune MK qui rencontre le plan ABC en K, on 
connaîtra déjà le côté AK, l’angle AKM , et l'inclinaison du 
plan AKM sur la base ; il suffira donc d’avoir pour nouvelle 
donnée l’angle MAK. C’est ainsi que le nombre de données 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absolument et 
d’une manière unique, se réduira toujours au nombre de 
ses arêtes A. 

Le côté AB et un nombre A — i d’angles donnés déter- 
minent un polyèdre; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. D’où il suit que 
le nombre de conditions necessaires pour que deux polyèdres 
de la meme espece soient semblables , est égal au nombre des 
arêtes moins uh. 

La question qu’on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple si on ne connaissait pas l’espece du polyèdre, mais 
seulement le nombre de ses angles solides S. Déterminez 
alors trois sommets à volonté par le moyen d’un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la base du solide , ensuite les sommets hors de celte base 
seront au nombre de S — 3 ; et la détermination de chacun 
exigeant trois données , il est clair que le nombre total de 
données nécessaires pour déterminer le polyèdre, sera 3-f- 
3 (S — 3), ou 3 S — 6 . 

Il faudra donc 3 S — 7 conditions pour que deux polyè- 
dres qui ont un égal nombre S d’angles solides soient sem- 
blables entre eux. 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres réguliers. ( Payez V appendice 
au livre PII.) 

Nous nous sommes attachés dans la proposition II de cct 
appendice à démontrer l’existence des cinq polyèdres régu- 
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liers, c’est-à-dire, la possibilité d’arranger un certain nombre 
de plans égaux de maniéré qu’il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. Il nous a paru que dans d’antres 
ouvrages on suppose cet arrangement existant, sans trop 
en rendre raison ; ou bien on ne le démontre , comme a 
fait Euclide , que par des figures compliquées et difficiles 
à entendre. 

Le problème de déterminer l’inclinaison de deux faces 
adjacentes du polyèdre, et celui de déterminer les rayons 
des splieres inscrite et circonscrite, sont réduits dans les 
problèmes III et IV à des constructions fort simples; mais 
il ne sera pas inutile d’appliquer à ces mêmes problèmes le 
calcul trigonométrique qui fournira d'ailleurs de nouvelles 
propositions. 

®S Soient n,b,c , les trois angles plans qui composent l’angle 

solide O, et soit proposé de trouver l’inclinaison des plans 
où sont les angles a et b , on décrira du centre O le trian- 
gle sphérique ABC, dans lequel on connaîtra les trois cotés 
BC = a, AC =.b , AB — c, et il faudra trouver l’angle C 
compris entre les cotés a et b. Or, par les formules con- 
cos c — cos a cos b 

nues , on a eos C = — — — . Cette formule appli- 

sin a sin b 

quée aux cinq polyèdres réguliers, va nous faire connaître 
l’inclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ces 
solides. 

Cg. Dans le tétraèdre , les trois angles plans qui composent 

l’angle solide S, sont des angles de triangles équilatéraux; 
soit donc la demi - circonférence ou l’arc de 20 o°zr:ir, on 

cos a — cos* a 

aura a — b — c — \ ir ; donc cos C = — 

3 ’ sin‘ a 

cos a ( 1 — cos a) cos a 

- - — ; mais on sait que cos ~ * 

1 — cos' a i-f-cosa 

= 4 , donc cos C = -j. 

fi 6 *44- Dans l’hexaèdre ou cube , les trois angles plans qui for- 
ment l'angle solide A, sont des angles droits; ainsi on a 
a = et cos a = o; donc cos C=o. Donc l’angle 

de deux faces adjacentes est un angle droit, 
fig. a4 S. Dans l'octaèdre, si l’on fait a=:DAS = j «, ùnzDAT 

cos 4 * — cos’ 4 

=4^, c=z TAS =4 * » on aura cosC = : ; 

* tin’ i * 
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Or, cos -J- k — o, cos = sin jw — -jv/^ j donc cos C=: 

— i t D'où l’on voit que l’inclinaison des faces de 1 octaèdre 
et l'inclinaison des faces du tétraèdre sont suppléments 1 une 
de l'autre. 

Dans le dodécaèdre, un angle solide est formé de trois fig * 46 ' 

angles plans égaux , chacun , à l’angle d’un pentagone 

régulier; ainsi, en faisant a — b =r c — 7 s , on aura 

cos a . . , 1 — V/ ’ 

cos C = — : ; mais cos i tc = — sm — r,— , 


donc cos C 


1 q- cos a 

1 — \/5 


5 — v/ 5 


1 a 

r, sin C= — r. et tangC= 

\/5 \/5 


Dans l’icosaèdre, il faut fairec=C'B' D' = ~ « , a z=z fl B' 

cos^it — cos’ 

b = C' B' A.' = t tc, et on aura cos C = : = 

* sm’ j « 

: donc sin C= !. Telles sont les 

3 î ' * 

1 J 

expressions très simples par lesquelles on détermine l’incli- 
naison de deux faces dans les cinq polyèdres réguliers. Mais 
nous remarquerons qu’on aurait pu les comprendre dans 
une seule et même formule. 


En effet , soit n le nombre de côtés de chaque face , m le fi 6- 
nombre d’angles plans qui se réunissent dans chaque angle 
solide ; si du centre O et d’un rayon — 1 , on décrit une 
surface sphérique qui rencontre en p , q,r, les lignes OA, 

OC, OD , on aura un triangle sphérique p q r, dans lequel 

TT TC 

on connaît l’angle droit r, l’angle/? zr — , et l’angle q — — ; 

m n 

on aura donc, par les formules connues, cos q r — ' 

sin q 

Mais cos q r=. cos COD = sin CDO =sin ~ C , C dési- 

TC 

' cos — 

gnant l’angle CDE; donc sin^C = . Formule géné- 

“TV 

sin — 
n 

raie qui , appliquée successivement aux cinq polyèdres , 
donnerait les mêmes valeurs de cos C ou de 1 — 1 sin* -j C 
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qu'on a trouvée* par une autre voie; pour cela , il faut subs- 
tituer, dans chaque cas , les valeurs de mftn, savoir : 
Tétraèdre , Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
m= 3,3,4, 3 ,5. 

n = 3 , 4 ,3 , 5 ,3. 

Le même triangle sphérique p q r , d'ou l’on vient de 
déduire l'inclinaison de deux faces adjacentes , donne 
CO ir ir 

cos pq — cot p cot q , ou — — = cot — cot — . Donc , si on 
OA m n 

appelle R le rayon de la sphere circonscrite au polyèdre, 
et r le rayon de la sphere inscrite dans le même polyèdre, 
H * * 

on aura — =: tang — tang — ; d’ailleurs, en faisant le côté 
r rn n 

[ a 

AB “ a, on a CA = — , et par conséquent R’ = r’ -f- 

sin - 

n 


sin* - 
n 


Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre, 


les valeurs des rayons R et r des spheres circonscrite et 

* 

inscrite. On a aussi , en supposant C connu , r — 7 a cot — 


tang A c et R = I tan K — tang T C. 

rn 

Dans le dodécaèdre et l'icosaèdre , on voit que le rapport 
R s * 

— a la même valeur tang — tang — . Donc , si R est le même 
r 3 5 

pour tous les deux , r sera aussi le même ; c'est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphere , ils 
seront aussi circonscrits à la même sphere , et vice vend. 
La même propriété a lieu entre l'hexaèdre et l’octaèdre, 

puisque la valeur de — est, pour l’un et pour l’autre. 


■K 1î 

tang — tang 

Remarquons que les polyèdres réguliers ne sont pas les 
seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliers 
égaux; car, si on adosse par une face commune deux té- 
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traèdres régulier» égaux , il en résultera un solide compris 
sous six triangles égaux cl équilatéraux. Ou pourrait encore 
former un autre solide avec dix triangles égaux et équilaté- 
raux ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient en 
même temps les angles solides égaux. 

NOTE X. 


Sur l'aire du triangle sphérique. 


Soit i le rayon de la spliere, -a la demi-circonférence d’un 
grand cercle; soient a , b, c, les trois côtés d’un triangle 
sphérique; A, B, C, les arcs de grand cercle qui mesurent 
les angles opposés. Soit A-f-B-f-C — tr — S ; suivant ce 
qui a été démontré dans le texte *, l’aire du triangle splié- * a3,7* 
rique est égale à l’arc S multiplié par le rayon , et ainsi 
est représentée par S. Or, par les analogies de Ntper, 
on A : 

A — B C u — b ei -f- b 

tang — ;cot — :: cos :cos ; 

a a a a 

de là , tirant la valeur de tang -7 (A + B) , on en déduira 

aisément celle de tang (7 A-f-~-B-|- 4 C) = — cot jS : on 

aura ainsi 


cot ■- S = 


col 7 a cot 7 b -f- cos C 


si n C 

formule très- simple qui peut servir à calculer l'aire d’un 
triangle sphérique lorsqu’on connaît deux côtés a, b, et 
l’angle compris C. On peut aussi en déduire plusieurs con- 
séquences remarquables. 

i u Si l’angle C est constant , ainsi que le produit 


cot — cot — , l’aire du triangle sphérique représentée par S, 

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CDE,Hg. n. 
qui ont un angle égal C , seront équivalents , si on a 
tang 7 CA: tang 7 CD :: tang ~ CE: tang^ CB , c’est-à-dire , si 
les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l’angle 
égal, sont réciproquement proportionnelles. 

a° Pour faire sur le côté donné CD et avec le même 
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angle C, un triangle CDE équivalent an triangle donne 
CAB, il faut déterminer CE par la proportion. 

tang 7 CD.'tang-i CA:: tang-j CB: tang 7 CE. 

3 ° Pour faire avec l’angle du sommet C un triangle isos- 
cèle DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut 
prendre tang-J CD, ou tang 7 CE, moyenne proportionnelle 
entre tang 7 CA et tang 7 CB. 

„ „ „ cot ifl cot 7 ô -f- cos C 

4 La meme formule cot - S — = 

sin C 

peut servir à démontrer d’une maniéré très -simple la pro- 
position XXVI du livre VII ; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et 6, le 
plus grand est celui dans lequel l’angle C compris par les 
côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
A et B. 


Du rayon OZ = i décrive! la demi-circonférence VMZ , 
faites l’arc ZX = C , et de l’autre côté du centre prenez 
qP = cotfn cot 7 b; enfin joignez PX et abaissez XY per- 
pendiculaire sur PZ. 


P Y 

fig iî. Dans le triangle rectangle PXY on a cot P = 

A I 


col i n cot ~ b 4- cos C 


; donc P {■ S ; donc la surface S 


sera un maximum , si l’angle P en est un. Or, il est évident 
que si on mené PM tangente à la circonférence, l’angle 
MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura MPO 
= MOZ — ^ it. Donc le triangle sphérique, formé avec 
deux côtés donnés , sera un maximum si on a 7 S =: C 
— -jw, ou C = A-f-B, ce qui s’accorde avec la proposition 
citée. 


On voit en même temps, par cette construction, qu’il 
n’y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedans 
du cercle, c’est-à-dire, si l’on avait cot-£ a cot- b < i. 
Condition d’où l’on tire successivement cot 7 a < tang j b , 
tang (7 — 7 a) < tang 7 h ,\t. — 7 a < 7 b , et enfin 

« -f- b , ce qui s’accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. 
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Pftoiî i-f'Mt I. Trouver la surface d'un triangle sphérique 
par le moyen de ses trois côtés. 

Pour cela , il faudra dans la formule 

cot - a col 7 b -f- cos C 


cot yS = 


sin C 


substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées en a, b, c: 
cos c — cos a cos b 

or , on a cos C = : : — ; et cot a cot 4 b z= 


i+cos a i-f-cos b 
sin a sin b 


sin a sin b 
; de là résulte : 


cos C cot -j a cot -J- b = 


i -f- cos a cos b -f- cos c 


sin a sin b 

Ensuite la valeur de cos C donne 

. a-\-b^-c . a\-b — c 

a sin sin 

„ cos c — cos.a-4-//) a a 

i -h cos Cm ; — — 


sin a sin b 


sin a sin b 


a-\-c — b . b-\-c — a 

asm sin 

_ cos fa — b) — cosc a a 

I — cos Cm ; —, — = : — 

sin a sin b sin a sin b 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la 

racine du produit , on aura 

/ a+b+c . a+b—r . a+c—b b+c—a\ 

a\/ sin sin sin sin . — J 

\ a a a a / 


sin C m 


Donc enfin 
eot-jSm — 


sin a sin b 

i -f- cos a cos 6 cos c 


' . fl+4+c a+b — c a+c — b , 6-f-a — c\ 

ai/( sin sin sin sin i 

V a a a a / 

Cette formule résout le problème proposé , mais on peut 

parvenir a un résultat plus simple. 

Pour cela reprenons la formule 

_ cot -j a cot b -f- cos C 

cot { S m : — , 

sin C 

nous en tirerons d’abord i -J- cot* -j S, ou 

i cot* j-a cot* -J- 6-f-a coi ÿ a cot -j b cos C -f - 1 


sin 


sin* C 
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Or, la valeur de cos C donne a cot 4 a cot - b cos C=î 
cos c — cos a cos b 

— — : ; — i mettant dans le numérateur, au 

a sin‘ ~ a sin ' ~b 

lieu de cos c, cos a, cos b , leurs valeurs i — a sin’fc, 
j — a sin ‘ -j a , i — a sin ’ f 4 , et réduisant , on aura 
sin* va + sin 1 76 — sin'fc 

2 cot -T a col 7 b COS C = : ; ; 2. 

•* '-b 


On a d’ailleurs cot’ 7 a. cot’ { bz=. 
1 — sin’ -j a — sin ‘7 6 


sin 7 a sin _ 

I — sin *t« t — sin’ ri 


sin’ 7 a sin’ 76 


sin’ fa sin’fé» 

-J- 1 . Donc , en substituant ces va- 
sin’ f c 


leurs, on aura-: = — . z—. , ce qui donne 

sin’fS sin’ f a sin’ fosin’ C 

. sin '-a sin 7 b sin C 

sin 7 S = , et , en remettant la valeur de 


sin C , on a 




ifS=- 


t/^sin 


a+b+c . a+b — c . a+c—b , ft+c — a "N 




a cos 7 a cos 7 b cos f c 
Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot 7 S, il en 
résultera 

„ i-t-cosa+cos^+cosc cos’fa+cos’ féM-cos’fe— 1 
cos f S =s î i — - — — . 

4 COS ) aCOS ) OCOSf C 2 COSf UCOSf t>COS 7 C 

Nouvelle formule qui a l’avantage d’être composée de ter- 
mes rationnels. 

. « — cos 7 S 

l)e la on tire encore— — : — 77 — , ou 


tangiS = 


sin 7 S 

I— COS’ 7a— cos’ jb — COS’ f H-2COS7 <ICOSf 4 cOSf C 


< 


y/l sin 


. a-+-b-+-c . a-+J> — c . a-hc — b . b-+-c — a 

sin sin sin 

2 2 2 .2 


-) 


Or le numérateur de cette expression peut être mis sous 
la forme 

( 1 — cos’ fa) ( 1 — cos’ 76) — (cos f a cos f b — cos je)', 
laquelle se décompose en deux facteurs , savoir : 
sin fa sin) i+cosfacosf cosf cet sin (a sin 7 & — cosfacos )4 
-f-cos fc; ceux-ci se réduisent ultérieurement; le premier 
. . a+c—b , b+c—a 

a cos (7 a — - b) — cos T e=a sm . sin , le second 
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. a-\-b-\~c . a-\-b — c 

à cos^c — cos ({a+jb) = i sin sin- . Donc 

4 4 

a [ b \-c a-\~b — c . a-\-c — b . A-f-c — a 
A sin sin j sin sin 

/ a-p/i-f-r . a-\~b— c . a-f-c — b . b~\-c — a\ 

l/( sin sin sin sin 

\ a 2 2 a / 

_ . sin 7 » f sin '\p \ . , , . 

Mais on a— — =v/( — — — )=\ / (ï tan gï/>)> 

V/sin/» V 2 sin-i/>cos 7 /> / 

donc enfin 

/ a-f- 4 -)-<: a-f-A — c a+c — b b-\-c — n\ 

tangiS=i/( tang tang tang tang ). 

V 4 4 ' 4 4 y 

Celle fornmle très- élégante est due à Simon Lhuillier. 

Problème ii. Etant donnés les trois côtés BC=a, AC — b, 6g. 14. 
AB = c , déterminer la position du point I, pôle du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

Soit l’angle ACI = .r, et l’arc AI = 0 = BI = ? ; dans 
les triangles CAI , CBI , on aura par les formules connues 
cos? — cosôcos? 1 — cosô sin é> 

COS X— ; ; ; = ; COt ?= COt ?, 

sin b sin ? sm b i-|-coso 

. 1 — cos a cos(C — x) 

cos (C — x] — ; cot ?. Donc , ou 

sin a cos x 

_ , „ ( 1 - 4 - cos b) ( i — cos a) 

cos C -f- sin C tang x =— ; — — — ; substi- 

sin a sin b 

tuant dans cette équation les valeurs de cos C et sin C 
exprimées en a , b, ç, et faisant, pour abréger, 

M = \/ ( 1 — cos’ a — cos’ b — cos’ c-p-a cos a cos b cos c) , 

,,, . t -1- cos b — cosr — eos a „ 

on en déduira tang x— , formule 

6 M 

qui détermine l’angle ACI. On peut observer qu’à cause 
des triangles isosceies ACI, ABI , BCI, on a ACI = 
i (C + A — B); on aurait de môme BCI= 7 (B-|-C — A), 

BAI — j ( A -f- B — C). De là résultent ces formules remar- 
quables : 

tangi(A-f-C — B)= - 


tangi(B-f-C — A) = 


1 -f - cos a — cos b — cos c 
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tang i ( A + B — C) = 


i -J-ros c — co» a — cos b 
M 


auxquelles on peut joindre celle qui donne cot j S , et qui 

peut se mettre sous la forme : 

... „ — i — cos a — cos'ô — cos c 

tan g ;-(A + B + C)= . 

La valeur de tang x qu’on vient de trouver, donne 


i -f- tang 1 x ou - 


i a( i -t-cosô) ( i— cosc) ( 1 — cosn ) 


cos 1 X 

t6 cos 1 r b sin' -i c sin 1 4 a 


M 1 


M* 

i 4 co » T b *in 7 c sin ÿ a , 

donc = — . Mais de 1 equa- 


cos x M 

i — cos b 


tion cos x =r 


tang ? = 


sin b 
tang 7 b 


cot T = tang 7 b cot Ç , on tire 
__ 4 sin i a sin ÿ b sin i c 


; donc tang ? 

1 sin ^ a sin 7 b sin 7 c 


M 


'( 


\/[ sin 


. a + b+c . a+b—c . a + c—b . b+c—a 


) 


Problème m. Déterminer sur la surface de la sphere la 
ligne sur laquelle sont situes tous les sommets des triangles 
de même base et de même surface. 

Soit ABC l’un des triangles sphériques dont la base 
commune est AB = c, et la surface donnée A-f-B-f-C — 
it — S. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB ; ayant pris IP égal au quadrant, P sera le 
pôle de l’arc AB, et l’arc PCD mené par les poirfts P, C, 
sera perpendiculaire sur À B. Soit I D —p, CD — qi les 
triangles rectangles ACD, BCD , dans lesquels on a AC = ô, 
BC = a, AD —p-\-~c, BD — p — ÿc, donneront cos « = 
cos q cos ( p — je), cos b — cos q cos (p+rc)' Mais on 
a trouvé ci-dessus : 

1 -f- cos a -f- cos b -+- cos c 

cot ’- S = — — : V" . ; 

sin a sin b sin C 

subtituaut dans cette formule les valeurs cos a -f- cos b = 
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a cos q cos p cos j c, i — cosc=a cos* -je, sin 6s inC = 
sin c sin B = a sin j c cos j c sin B ; on aura 
_ cos jc-f- cos p cos q 
* sin a sin je sin B 

D’ailleurs dans le triangle rectangle B CD, on a encore 

cos 7 c -j- cos p cos q 

sin a sin B= sin q ; donc cot j S ; — ; , 

sin -j c sm q 

ou cos p cos ^ = cot j S sin j c sin q — cos j c ; c’est la rela- 
tion entre p et q qui doit déterminer la ligne sur laquelle 
sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d’une quantité PK=.r, joignez KC 
«t soit KC=:y ; dans le triangle PKC, où l’on a PC = 
j* — q et l’angle KPC = -e — p , le côté KC se trouvera 
par la formule cos KC = cos KPC sin PK sin PC -f- cos PK 
cos PC , ou 

cos y — sin q cos x — sin x cos q cos p ; 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cos p sa valeur 
cot j S sin j c sin q — cos j c , on aura 

cos y = sin x cos j c-J-sin q (cos x — sin cot j S sip je). 

De là on voit que si l'on prend cos x — sin 4- cot jSsin jc=ro, 
ou cot jr=rcot j S sin je, on aura cos_y — sin x cos j c, et 
ainsi la valeur dey- deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l’arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie 
PK telle que cot PK = cot j S sin je, tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la même surface S , 
seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pôle à la distance KC telle que cos KC = sin PK cos j c. 

Ce beau théorème est dù à Lexell. (Voyez le tome V, 
part. I des nova Jeta Petropolitana. ) 

NOTE XI. 

Sur la proposition III, livre FII. 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoureu- 
sement en la ramenant aux lemmes préliminaires , de la 
maniéré suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les 
arêtes AF , BG , et par les arcs A u B , Fr G, ne saurait 3 j Jt 

Huit. édit. 2 1 
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être plus petite que le rectangle ABGF, partie correspon- 
dante de la surface (lu prisme inscrit. 

En effet , soit S la surface convexe dont il s’agit , et soit, 
s’il est possible , le rectangle ABGF ou ABxAF=z:S-t-M , 
M étant une quantité positive. 

Prolongez la hauteur AF du prisme et du cylindre jus- 
qu’à une distance Af' égale à n fois AF , n étant tin 
nombre entier quelconque; si l’on prolonge en meme temps 
le cylindre et le prisme, il est clair que la surface convexe 
S' comprise entre les arêtes AF', BG', contiendra n fois la 
surface S ; de sorte qu’on aura S'=znS , et pareeque 
n X AF — AF', on aura AB X AF'— n S + n 51 == S'-f- n M. 
Or n étant un nombre entier à volonté et M une surface 
donnée, on peut prendre n de maniéré qu’on ait nM plus 
grand que le double du segment AuB , puisqu’il suffit pour 
, a A « B 

cela de faire n> — — — ; donc alors le rectangle ABX AF' 
M 


ou la surface plane ABG'F' serait pins grande que la sur- 
face enveloppante, composée de la surface convexe S' et 
de deux segments circulaires égaux An B, F'.r'G'. Or, au 
contraire , la seconde surface est plus grande que la pre- 
mière, suivant le premier lemme préliminaire; donc, i° on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
saurait être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
sons, s’il est possible, qu’en prenant AE=AB, la sur- 
face convexe AM K soit égale au rectangle AFKE ; par un 
point quelconque M de l’arc AME , menez les cordes AM , 
ME , et élevez MN perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF, MEKN, AEKF, ayant même 
hauteur , sont entre eux comme leurs bases AM , ME , AE. 
Or on a AM-f-ME>AE, donc la somme des rectangles 
AMNF, MEKN est plus grande que le rectangle AFKE. 
Celui-ci est équivalent par hypothèse à la surface convexe 
AMK , composée des deux surfaces partielles AN , MK., 
Donc la somme des rectangles AMNF , MEKN est plus 
grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN , MK. Donc il faudra que l’un au moins des rectangles 
AMNF , MEKN soit plus grand que la surface convexe 


e 
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correspondante. Cette conséquence est contraire à la pre- 
mière partie déjà démontrée. Donc , a° la surface convexe 
S ne saurait être égale à celle du rectangle correspondant 


ABGF. 


Il suit de là qu’on a S > ABGF , et qu’ainsi la surface 
convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prou- 
vera que la surface convexe du cylindre est plus petite que 
celle de tout prisme circonscrit. 


NOTE XII. 

Sur l'égalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tête du XI® livre d’Euclide, les défini- 
tions 9 et jo ainsi conçues : 

9. Deux solides sont semblables , lorsqu’ils sont compris 
sous un même nombre de plans semblables chacun à 
chacun. 

10. Deux solides sont égaux et semblables, lorsqu’ils 
sont compris sons un même nombre de plans égaux et 
semblables chacun à chacun. 

L’objet de ces définitions étant un des points les plus 
difficiles. des éléments de géométrie, nous l'examinerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même temps 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition des éléments , pag. 388 et suiv. 

D’abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition 10 n’est pas proprement une définition , mais 
bien un théorème qu’il faudrait démontrer; car il n’est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qn’ils ont les faces égales; et si cette proposition est vraie, 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit de toute 
autre maniéré. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la définition 10 
n’est pas démontrée , on pourra croire qu’il existe deux 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égales ; 
mais alors , suivant la définition 9 , un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait 
semblable à chacun d’eux , et ainsi serait semblable à deux 
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corps Je différente forme, conclusion qui implique contra- 
diction , ou du moins qui ne s’accorde pas avec l'idée qu'on 
attache naturellement au mot semblable. 

Plusieurs propositions des XI et XII e livres d’Euclide 
sont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
proposition XXVIII , livre XI , de laquelle dépend la me- 
sure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu’on 
peut reprocher aux éléments d'Euclide , de contenir un 
assez grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut pas 
omettre. 

Les ligures dont Euclide démontre l’égalité ou la simili- 
tude en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles 
que leurs angles solides n’assemblent pas plusde trois angles 
plans : or, si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d’Euclide que ces angles 
solides sont égaux. D’un autre côté, si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune, les angles 
solides homologues seront composés d’un même nombre 
d’angles plans égaux, chacun à chacun. Donc, tant que les 
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide, il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais , si les faces homologt^es sont 
égales et les angles solides homologues égaux , il n’y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car iis pourront 
être superposés , ou au moins ils seront symmétriques l’un 
de l’autre. On voit donc que l’énoncé des définitions 9 et 
10 est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles 
solides triples, qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 
Ainsi le reproche d’inexactitude qu’on |>ourrait faire à cet 
auteur, ou à ses commentateurs , cesse d’être aussi grave 
et 11e tombe plus que sur des restrictions et des explications 
qu’il n’a pas données. 

Il reste à examiner si l’énoncé de la définition 10, qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples, est vrai en 
général, llobert Simson assure qu’il ne l'est pas, et qu'on 
peut conslrnire deux solides inégaux qui seront compris 
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sous un même nombre de faces égales chacune à chacune. 

« Imaginez , dit cet auteur, qu'à un polyèdre quelconque 
« on ajoute une pyramide, en lui donnant pour base une 
« des faces du polyèdre ; imaginez aussi qu’au lieu d’ajouter 
« la pyramide on la retranche , en formant dans le polyèdre 
« une cavité égale à la pyramide ; vous aurez ainsi deux 
« nouveaux solides qui auront les faces égales chacune à 
« chacune, et cependant ces deux solides seront inégaux. » 
Tel est l’exemple allégué par Robert Simson pour prou- 
ver son assertion; mais nous observerons que l’un des solides 
dont il s’agit contient des angles solides rentrants : or , il 
est plus que probable qu’Euclide a entendu exclure les 
corps irréguliers qui ont des cavités ou des angles solides 
rentrants; et qu’il s’est borné aux polyèdres convexes. Eu 
admettant cette restriction , sans laquelle d’ailleurs d’autres 
propositions ne seraient pas vraies , l’exemple de Robert 
Simson ne conclut point contre la définition ou le théorème 
d’Euclide; nous croyons au contraire, d’après un examen 
approfondi, que ce théorème est très-vrai ; mais il ne pa- 
rait pas facile d’en donner la démonstration. 

Quoi qu’il en soit, il résulte de ces observations que les 
définitions 9 et 10 d’Euclide ne peuvent être conservées 
telles qu’elles sont. Robert Simson supprime la définition 
des < solides égaux , qui en effet ne doit trouver place que 
parmi les théorèmes ; et il définit solides semblables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
bles , et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Celte définition est vraie , mais elle a l'inconvénient de 
contenir bien des conditions superflues. Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux , on retomberait dans 
l’énoncé d’Euclide , qui est défectueux en ce qu’il suppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout embarras, nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties: 
d'abord nous avons défini les pyramides triangulaires sem- 
blables, ensuite nous avons défini solides semblables ceux 
qui ont des bases semblables, et dont les sommets homo- 
logues hors de ces bases sont déterminés par des pyramides 
triangulaires semblables chacune à chacune. 
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Cette définition exige pour les bases, en les supposant 
triangulaires, deux conditions, et pour chacun des som- 
mets hors des bases , trois conditions ; de sorte que si S est 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera a 3 (S — 3) 
angles égaux de part et d’autre, ou 3 S — 7 conditions; 
et aucune de ces conditions n’est superflue ou comprise 
dans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le même nombre de sommets ou 
d'angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une, les 3 S — 7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait avant tout 
qu’ils sont de la même espece l’un et l’autre, c’est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compa- 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés, et ces conditions 
diminueraient d’autant le nombre 3 S — 7 , de sorte qu’au 
lieu de 3 S — 7 conditions il n’en faudrait plus que A — 1 ; 
sur quoi voyez la note vin. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne définition des solides 
semblables ; c’est qu’on peut les considérer comme étant 
de. la même espece , ou seulement comme ayant un égal 
nombre d’angles solides. Dons ce dernier cas toute difficulté 
est écartée , et il faut que les 3 S — 7 conditions renfermées 
dans la définition soient remplies tontes pour que les solides 
soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espece. Au reste , notre définition 
étant complété, nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. 

On voit donc qu’il est possible de se passer , dans les élé- 
ments , du tliéoréme concernant l’égalité des polyèdres ; - 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-méme, il 
serait à desirer qu’on en trouvât une démonstration gé- 
nérale. 


FIN DES NOTES. 
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TRIGONOMÉTRIE. 


T i k Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
angles, c’est-à-dire, de déterminer leurs angles et 
leurs côtés par le moyen d’un nombre de données 
suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
trois dqs six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quel- 
conques , angles ou côtés , suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle , parceque dans ces sortes de tri- 
angles on ne considéré pas la grandeur absolue des 
côtés , mais seulement leur rapport avec le quadrant 
ou le nombre de degrés qu’ils contiennent. 

Dans les problèmes annexés au livre II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties données ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donnent également 
une idée des constructions par lesquelles on pourrait 
résoudre les cas analogues des triangles sphérjgues. 
Mais ces constructions , qui sont exactes en théorie , 
ne donneraient qu’une médiocre approximation dans 
la pratique ( i ) , à cause de l’imperfection des instru- 

(l) Il faut distinguer en effet les figures qui ne servent qu'4 
diriger le raisonnement pour la démonstration d’un théorème ou 
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rnents dont elles exigent l’emploi : on les appelle des 
méthodes graphiques. Les méthodes trigonométriqües, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé- 
canique, .donnent les solutions avec tout le degré 
d'exactitude qu’on peut desirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sinus, cosinus , 
tangentes , etc. , au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d’une maniéré très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

Nous allons d’abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent ; 
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques, et qui fournissent même 
à l’analyse algébrique des moyens de perfection- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résolu- 
tion des triangles rectilignes et à celle des triangles 
sphériques. 

Division de la Circonférence. 

i . Jusqu’à ces derniers temps les géomètres s’étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36 o parties 
égales appelées degrés , le degré en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes , etc. Ce mode présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 60 et de 36 o : mais il était 
réellement sujet à l’inconvénient des nombres com- 
plexes, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants, à qui on doit l’invention du nouveau 
système des poids et mesures, ont pensé qu’il y aurait 
un gfand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

la solution d’un problème , des ligures que l’on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Le3 premières sont 
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont pas 
tracées exactement , donneront des résultats fautifs. 


Digitized by Google 


TRIGONOMETRIE. 32p 

regardé comme unité principale le quart de ckcon- 
férence ou le quadrant, mesure de l’angle drow, et 
ils ont divisé cette unité en 100 parties égales appe- 
lées degrés , le degré en ioo minutes , et la minute en 
ioo secondes. 

Nous n’emploierons désormais que la nouvelle 
division ou la division décimale de la circonférence. 
C’est celle qui convient le mieux à la nature de notre 
arithmétique , et qui est la plus propre à abréger les 
calculs. 

ii. Les degrés, minutes et secondes se désignent 
respectivement par les caractères 0 , " : ainsi l’ex- 
pression i6° 6' jü", représente un arc ou un angle de 
16 degrés 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité , il s’expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l’angle mesuré par cet arc, est à l’angle droit :: 
160675 : 100000, rapport qu’on ne déduirait pas 
aussi facilement' des expressions conformes à l’an- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous désignions l’angle 
droit ou le quadrant par ioo°, deux anglçs droits 
ou la demi - circonférence par 200°, quatre angles 
droits ou la circonférence entière par 4oo°; ainsi de 
suite. 

m. Le complément d’un angle ou d’un arc est ce 
qui reste en retranchant cet angle ou cet arc de ioo°. 
Ainsi un angle de 25 ° 4 °’ a pour complément, 
74° 60'; un angle de 12 0 4' 62" a pour complément, 
87° 95' 38 ". 

En général , A étant un angle ou un arc quelcon- 
que, ioo° — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D’où l’on voit que, si l’angle ou l’arc dont il 
s^hgit est plus grand que ioo°, son complément sera 
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«ég^. C’est ainsi que le complément de i6o° 84' io" 
est ^Foo° 84' io". Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu’il faudrait retran- 
cher de l’angle ou de l’arc donné, pour que le reste 
fût égal à i oo°. 

Les deux angles d’un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit : ils sont donc compléments 
l’un de l’autre. 

IV. Le supplément d’un angle ou d’un arc est ce 
qui reste en ôtant cet angle ou cet arc de aoo°, valeur 
de deux angles droits ou d’une demi-circonférence. 
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque, aoo° 
— A est son supplément. 

Dans toyt triangle , un angle est le supplément de 
la somme des deux autres , puisque les trois ensemble 
font 2 oo°. 

Les angles des triangles , tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers , ont toujours leurs 
suppléments positifs ; car ils sont toujours moindres 
que 200 °. 

Notions générales sur les sinus, cosinus, 
tangentes, etc. 

• 

v. Le sinus de l’arc AM , ou de l’angle ACM , est 
la perpendiculaire MP abaissée d’une extrémité de 
l’arc sur le diamètre qui passe par l’autre extrémité. 

Si à l’extrémité du rayon CA on mene la perpen- 
diculaire AT jusqu’à la rencontre de CM prolongé, la 
ligne AT, ainsi terminée, s’appelle la tangente, et 
CT la sécante de l’arc AM ou de l’angle ACM. 

Ces trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de 
l’arc AM , et toujours déterminées par l’arc AM et 
le rayon , se désignent ainsi : MP = sin AM , bu 
sin ACM , AT = ttrng AM, ou tang ACM , CT = 
séc AM , ou séc ACM. * 


* Digitized by Google 


TKIGONOMÉTRIK 33l 

-vi. Ayant pris l’arc AD égal à un quadrant, si 
des points M et D on mene les lignes MQ, è DS 
perpendiculaires au rayon CD, lune terminée à ce 
rayon , l’autre terminée au rayon C M prolongé ; les 
lignes MQ , DS et CS seront pareillement l«s sinus , 
tangente et sécante de l’arc MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus , cotan- 
gente et cosécante de l’arc AM , et on les désigne 
ainsi : MQ = cos AM , ou cos ACM , DS = cot AM , 
ou cot ACM , CS = coséc AM , ou coséc ACM. En 
général , A étant un arc ou un angle quelconque , on a 
cos A = sin ( ioo° — Al , cot A= tang ( ioo° — A) , 
coséc A = séc ( ioo° — A). 

Le triangle MQC est, par construction, égal au fig 
triangle CPM, ainsi on a CP = MQ; donc dans le 
triangle rectangle CMP, dont l’hypoténuse est égale 
au rayon , les deux côtés MP , CP sont le sinus et le 
cosinus de l’arc AM. Quant aux triangles CAT , CDS, 
ils sont semblables aux triangles égaux CPM, CQM, 
et ainsi ils sont semblables entre eux. De là nous 
déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes que nous venons de définir ; mais au- 
paravant il faut voir quelle est la marche progressive 
de ces mêmes lignes , lorsque l’arc auquel elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu’à aoo°. 

vu. Supposons qu’une extrémité de l’arc demeure 
fixe en A , et que l’autre extrémité, marquée M, par- 
coure successivement toute l’étendue de la deini- 
circonférqnce depuis A jusqu’en B dans le sens ADB. 

Lorsque le point M est réuni en A , ou lorsque 
l’arc AM est zéro, les trois points T , M , P , se con- 
fondent avec le point A ; d’où l’on voit que le sinus 
et la tangente d’un arc zéro sont zéro , et que le 
cosinus de ce même arc est égal au rayon , ainsi que 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du 
cercle, on aura 

sin 0 = 0, tang 0=0, coso=R, séco = R. 
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vni. A mesure que le point M s’avance vers D, 
le sinus augmente, ainsi que la tangente et la sé- 
cante; mais le cosinus, la cotangente et la cosécante 
diminuent. 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD , 
ou lorsque l’arc AM est de 5o° , ainsi que son com- 
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ 
ou CP , et le triangle CMP , devenu isoscele , donne 
la proportion MP : CM : : i : 1 / 2 , ou sin 5o° : R : : 

R 

Donc sin 5 o° = cos 5o°= — = ~R 1 / 2 . Dans 

/ a 

ce même cas le triangle CAT devient isoscele et égal 
au triangle CDS ; d’où l’on voit que la tangente de 
5o° et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon , 
et qu’ainsi on a tang 5o° = cot 5o° = R. 

ix. L’arc AM continuant d’augmenter , le sinus 
augmente jusqu’à ce que le point M soit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est 
zéro. On a donc sin ioo° = R et cos ioo° = o ; et l’on 
peut remarquer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de l’arc aéro ; car le complément de ioo° 
étant zéro , on a sin 1 oo° = cos o° = R et cos 1 oo° = 
sin o° = o. 

Quant à la tangente, elle augmente d’une maniéré 
très-rapide à mesure que le point M s’approche de 
D ; et enfin lorsqu’il est parvenu en D , il n'existe 
plus proprement de tangente, parce que les lignes 
AT, CD, étant parallèles, ne peuvent se rencontrer. 
C’est ce qu’on exprime en disant que la tangente de 
ioo° est infinie, et on écrit tang ioo° — ao . 

Le complément de ioo° étant zéro , on a tang o = 
rot ioo° et cot o = tang ioo°. Donc cot o zzzoo et 
c-ot ioo° = o. 

x. Le point M continuant à avancer de D vers B, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentent. Ainsi 
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on voit que l’arc AM' a pour sinus M' P', et pour 
cosinus M'Q ou CP'. Mais l’arc M'B est supplément 
de AM', puisque AM’-f- M'B est égal à une demi- 
circonférence ; d’ailleurs si l’on mene M'M parallèle 
à AB, il est clair que les arcs AM, BM', compris 
entre parallèles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus d’un arc 
ou d’un angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

L’arc ou l’angle A a pour supplément aoo° — A: 
ainsi on a en général 

sin A = sin ( 200° — A ). 

La même propriété s’exprimerait aussi par l’équation 
sin ( ioo° -f- B ) — sin ( ioo° — B ) , B étant l’arc DM 
ou son égal DM'. 

xi. Les mêmes arcs AM ' , AM qui sont supplé- 
ments l’un de l’autre, et qui ont des sinus égaux, 
ont aussi les cosinus égaux CP', CP ; mais il faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
différents. Cette différence de situation s’exprime 
dans le calcul par l’opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs , ou affectés du 
signe 4 -, les cosinus des arcs moindres que ioo°,il 
faudra regarder comme négatifs ou affectés du signe 
— , les cosinus des arcs plus grands que ioo°. On aura 
donc en général 

cos A=r — cos ( 200° ■ — A ) , 
ou cos (ioo°-t-B)= — cos (ioo° — B) j c’est-à-dire, 
que le cosinus d'un arc ou d’un angle plus grand que 
ioo° est égal au cosinus de sbn supplément , pris 
négativement. 

Le complément d’un arc plus grand que ioo° 
étant négatif * , il n’est pas étonnant que le sinus de 
ce complément soit négatif ; mais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l’expression 
de la distance du point A à la perpendiculaire MP. 
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Si on fait l’arc AM = x, on aura CP = cos x , et la 
distance cherchée AP = R — cos x. La même for- 
mule doit exprimer la distance du point A à la 
droite MP , quelle que soit la grandeur de l’arc AM , 
dont l’origine est au point A. Supposons donc que le 
point M vienne en M', en sorte que x désigne l’arc 
AM', on aura encore en ce point AP' = R — cos x ; 
donc cos x = R — AP'= AC — AP'= — CP'; ce qui 
fait voir que cos x est alors négatif; et parce que 
CP' = CP = cos ( aoo° — x ) , on a cos x = — cos 
( 200° — x ) , comme on l’a déjà trouvé. 

On voit par-là qu’un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l’angle aigu qui lui sert de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l’angle obtus doit être affecté du signe — . Ainsi 
on a sût 1 * 00 ° ~ sin 5 o° = £ Ri/a, et cos i 5 o° = — 
cos 5 o°= — -jR i/a. 

Quant à l’arc ADB égal à la demi -circonférence, 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement ; on a donc sût 2oo°=o , et cos 200° 
= — R. C’est aussi ce que donneraient Ira formules 
sin A —sin (aoo° — A) , et cos A= — cos (200° — A) , 
en y faisant A = 200°. 

xii. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d’un arc AM' plus grand que ioo°. Suivant 
la définition , elle doit être déterminée par le con- 
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV ; d’où l’on voit que la tan- 
gente d’un arc plus’ grand que ioo° est négative. 
D’ailleurs , si on observe que AV est la tangente de 
tg l’arc AN supplément de AM ' ( puisque NAM ' est une 
demi-circonférence ) , on en conclura que la tangente 
d’un arc ou d’un angle plus grand que ioo° est égale 
à celle de son supplément , prise négativement , de 
sorte qu’on a 

long A = — tang ( 200° — A ) . 
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Il en est de même de la cotangente représentée 
par DS', laquelle est égale , et en sens contraire à 
DS cotangente de AM. On a donc aussi 
cot A = — cot ( 200° — A ). 

Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives, 
ainsi que les cosinus, depuis ioo° jusqu’à 200°. Et, 
dans cette derniere limite , on a tang aoo° = o et cor 
200° — — cot o = — co . 

un. Dans la trigonométrie il n’y a pas lieu de consi- 
dérer les sinus , cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus 
grands que aoo°; car c’est toujours entre o et aoo° que sont 
compris les angles des triangles tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n’est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et même 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver l’expression des sinus et cosinus de 
ces arcs , quelle que soit leur grandeur. 

Observons d’abord que deux arcs égaux et de signes 
contraires AM , AN , ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP , PN , tandis que le cosinus CP est le même 
pour l’un et pour l’autre. On a donc en général 
sût ( — x ) — — tin x 
cor( — x ) cos. r, 

formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs négatifs. 

Depuis o jusqu’à aoo° les sinus sont toujours positifs , 
parce qu’ils sont situés d’un même côté du diamètre AB ; 
depuis aoo° jusqu’à 4oo° les sinus sont négatifs , parce qu’ils 
sont situés de l’autre côté de ce diamètre. Soit ABN' x 
un arc plus grand que aoo°, son sinus P'N ' est égal à PM 
sinus de l’arc AM =x — 200° ; donc on a en général 
sin x — — sin (x — 200°). 

Cette formule donnerait les sinus entre 200° et 400° an 
moyen des sinus entre o° et aoo° j elle donne en particulier 
sût /, oo° = — sin ioo° = o-, il est évident en effet que si 
nu arc est égal à la circonférence entière, les deux extré- 
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miles se confondent en un mime point , et le sinus se réduit 
à zéro. 

Il n'est pas moins évident que, si à nn arc quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences , on retom- 
bera exactement sur le point M , et l’arc ainsi augmenté 
aura le même sinus que l’arc AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière ou 400° , on aura 

sin xz=sin (C -f-x) = rm( a C-J-x) — rtn ( 3 C -f-x) etc. 
La même chose aurait lieu pour les cosinus , tangente, etc. 

Maintenant, quel que soit l'arc proposé t, il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer, avec un 
signe convenable, par le sinus d’un arc moindre que ioo°. 
Car d’abord on peut retrancher de l’arc x autant de fois 
400° qu’ils peuvent y être contenus; soit le reste y, on 
aura sin x~sin y. Ensuite si y est plus grand que zoo® , on 
fera y — 200° -f- z , et on aura siny=. — sim. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre 
que 200 0 , et comme d’ailleurs on a sin (too°-l-x)=: 
sin (too° — x) , il est clair qu’ils se réduisent ultérieurement 
au cas où l’arc proposé est entre zéro et ioo°. 

xiv. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de la formule cos K— sin ( 100®— A) ; ainsi , sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement par la 
figurp que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 
sitifs par le diamètre DE , en sorte que tous les arcs dont 
l’extrémité tombe à gauche de DE ont un cosinus positif, 
tandis que ceux dont l'extrémité tombe à droite ont un 
cosinus négatif. 

Ainsi de o°à ioo°les cosinus sont positifs, de ioo°à 3oo° 
ils sont négatifs, de 3oo° à l^oo° ils redeviennent positifs; 
et après une révolution entière, ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente, car on a aussi 
cos ( 4oo° -f- x) = cor x. 

D’après ces explications , il est aisé de voir que les sinus 
et cosinus des arcs multiples du quadrant , ont les valeurs 
suivantes ; 
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gin o°=o sin ioo°=R cos o° = R 
tin 2oo°— o si/i 3 oo° = — R cos 200° = — 
sin 40 o a — o sin 5 oo° = R cos 4oo° = R 

sin 6oo°=:o sin 700"= — R cos 6 oo° = — 
sin 8oo°=o sin goo° = R cos 8oo° = R 

etc. etc. etc. 

En général k désignant un nombre entier quelconque, on 
aura sin ik. ioo° = o , sin ( .4 / — 1 ) . 100“ — R, sin (4/ — 1 ). 
ioo°= — R , cos ( ik-\- 1 ) . ioo° = o , cos i,k . ioo° = R , 
cos ( 4 <!' + 2) • ioo° = — R. 

Ce que nous Tenons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d’entrer dans aucun détail particulier sur les tan- 
gentes, cotangentes, etc. des arcs plus grands que aoo°; car 
les valeurs de ces quantités sont toujours faciles à déduire 
de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu'on le 
verra par les formules que nous allons exposer. 
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COS 100® = O 

R cos 3 oo° = o 
cos 5 oo°=o 
R cos 7 oo° = o 
cos 900° = O 
etc. 


Théorèmes et formules concernant les sinus, 
cosinus, tangentes, etc. 


xv. Le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
qui sous-trnd un arc double. 

Car le rayon CA, perpendiculaire à MN, divise C S- »• 
en deux parties égales la corde MN et l’arc sous- . 
tendu MAN; donc MP, sinus de l’arc MA, est la ' 
moitié de la corde MN qui sous-tend l’arc M.AN, 
double de MA. 


La corde qui sous-tend la sixième partie de la 
circonférence est égale au rayon ; donc sin — 


ou sin 33° ^ = 7 R, c’est-à-dire que le sinus du tiers 


de l’angle droit est égal à la moitié du rayon. 


xvi. Lequarrè du sinus d'un arc plus lequarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon, de 
sorte qu’on a en général sin 1 A 4-cos* A=R 3 (i). 


(1) On désigne ici par sin' A le quarré de sin A , et semblable- 
ment par cos' K le quarré de cos A. 

Huit. édit. a a 
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Cette propriété résulte immédiatement du triangle 

rectangle CMP, où l’on a MP-J-CP=CM. 

Il s’ensuit qu’étant donne le sinus d’un arc on 
trouvera son cosinus, et vice versé, au moyen des 
formules cos A = ± \/ ( R * — sin 1 A ) , sin A = ± 
V/ (R’ — cos ’ A). Le double signe de ces formules 
vient de ce que le même sinus MP répond à deux 
arcs AM, AM', dont les cosinus CP, CP' sont égaux 
et de signes contraires , comme le même cosinus 
CP répond à deux arcs AM , AN dont les sinus 
MP , PN sont pareillement égaux et de signes con- 
traires. 

Ainsi , par exemple , ayant trouvé sin 33° , 

on en déduira cos 33°-jOU sin 66° ~= \/ (R * — {R a )= 
t/|R’=iR/3. 

xvti. Etant donnés les sinus et cosinus de 
l’arc A , on peut trouver les tangente , sécante , 
cotangente et cosécante du même arc au moyen 
des formules suivantes : 


tang A 


R sin A 
cos A ’ 


séc A = 


R» 
cos A 


» 


cot A = 


R co s A 
sin A 




coséc A . 


R * 

sin A" 


En effet les triangles semblables CPM , CAT , CDS 
donnent les proportions : 

CP : PM : : CA : AT ou cos A : sinA : : R : tang A =— 

° cos A 


CP : CM :: CA : CT ou cos A : R :: R : séc A— - R -- ■ 

co s A 

PM : CP :: CD:DS ou sin A :cos A :: R: cor A=— 

sin A 


PM : CM :: CD : CS ou sin A : R :: R : coséc A— - R -- 

soi A 

d’où l’on tire les quatre formules dont il s’agit. On 
peut observer au reste que les deux dernieres for- 
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mules se déduiraient des deux premières en mettant 
simplement ioo° — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes , etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cosinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus, selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il ne 
reste rien à desirer sur la loi que suivent semblable- 
ment les tangentes , sécantes , etc. 


(in peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes; 
par exemple, si l’on fait A = ioo° , on aura sin A = R , et 

cos Amo, donc tang ioo° = — , expression qui désigne 

une quantité infinie; car R’ divisé par une quantité très- 
petite, donnerait un quotient très-grand; donc R' divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et pareeque zéro peut être pris avec le signe -f- ou 
avec le signe -r- , on aura la valeur ambiguë tang ioo° =- 
- 4 - 00 . 

Soit encore A=xoo° — B, on aura sert A =r sin B, et 

_ , , „ _ , R sin B 

cos A= — cos B; donc fa»g ( aoo — B ) =: — — 

— cos B 

R sin B _ . , 

= — tang B , ce qui s accorde avec Fart. xii. 

cos B e > t 


xviii. Les formules de l’article précédent , com- 
binées entre elles et avec l'équation sin ’ A cos ' A 
= R’, en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 


On a d’abord R ’ tang ’ A = R’ + - ’ A 

° ços A 

R 4 

— - , donc R ? tang 3 A 

A. 


R* (fin* A cos' A ) 

cos‘ A cos 


= jéc 3 A, formule qui se déduirait immédiatement 
du triangle rectangle CAT; on aurait dç même, 


2a. 
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par les formules ou par le triangle rectangle CDS , 

R’ -f -cot' A = coséc * A. 

Enfin , si on multiplie ^ entre elles les formules 

. R jm A . R cos À 

tang A = — , cot A = — ; — — , on aura tant* A 

° cos A ’ sm A. ' ° 


X cot A = R’ , formule qui donne cot A = , 

1 tang A’ 

R‘ 

et A = On aurait de même cot B = 

° cot A 


R. * 

tangî ï ®° nc cot ^ • cot ® :: tan S ® • tan ë ^ > c est_ à- 
dire , que les cotangentes de deux arcs sont en raison 
inverse de leurs tangentes. 

Cette formule cot A X tang A = R ’ se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT: CA :: 
CD : DS , ou tang A : R :: R : cot A. 

xix. Etant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs a et h, on peut déterminer les sinus et co- 
sinus de la somme ou de la différence de ces 
arcs, au moyen des formules suivantes : 

. , . , sin a cos b - 4 - sin b cos a 

sin (a + b) = g 

sin a cos b — sin b cos a 

R 

, , , cos a cos b — sin a sin b 

cos ( a + b) = ^ 

cos {a b) = Yi • 

a. Soit le rayon AC — R , l’arc AB = a , l’arc BD=ft , 
et par conséquent ABD = a+ b. Des points B et D 
abaissez BE, DF perpendiculaires sur AC; du point 
D menez DI perpendiculaire sur BC, enfin par le 
point I menez 1K perpendiculaire et IL parallèle à 
AC. 

Les triangles semblables BCE, ICK. donnent le* 
proportions 


sim ( a — b ) 
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CB : CI BE : IK ou R : cos b . : sin a : IK 

1 \ 

CB: CI :: CE: CK ou R:cos b :: cos a-CK=z cos a c<w - 

Les triangles DIL, CBE, qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB:DI :: CE:DL ou R : sin b :: cos a : DL== COf a R “— 

CB : DI :: BE : IL ou R : sin br.sin a: IL=^^^— 

1 \ 

mais on a 

IK + DL=DF=sm (a + ô), et CK — IL— CF = 

cos (aA-b). Donc 

. . , . sin a cos b A- sin b cos a 

sin (aA-b)= 

, , , cos a cos b — sin a sin b 

cos ( a + b)z= = • 


Il serait facile de déduire de ces deux formules les 
valeurs de sin (a — b) et de cos (a — b)-, mais 01» 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet, si on prolonge le sinus DI jusqu’à ce qu’il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BM = BD=Ô, 
etMI = ID =sin b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN parallèle à AC; puisque MI — DI, on 
aura MN = IL, et IN=DL. Mais on a IK — IN = 
MP=sw (a — b ), et CK MN= CP = cos (a — ô)i 
donc 


sin ( a b) = 


sin a car b — sin b cos a 

R 


cos (a — b) — 


cos a cas b A~ sin a sin b. 
R 


Ce sont les formules qu’il s'agissait de démontrer. 

On pourrait craindre que la démonstration précédente 
ne fut pas assez générale , parcequc la figure qu’on a suivie 
suppose les arcs a et b, et même a A- b plus petits que 
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ioo°. Mais d’abord on peut , à l’aide d’une seconde figure , 
étendre facilement la démonstration des formules du sinus 
et du cosinus de l'arc a -{-b, au cas où a-\-b serait com- 
pris entre 100 et 200°. Cela posé, voici comment on s’as- 
surera.qne les mêmes formules sont vraies pour toutes les 
grandeurs possibles des arcs a et b. 

Supposons qu’on ait constaté l’exactitude des deux for- 
mules 

R sin ( a b') — sin a cos b -f- sin b c'os a 

R cos [a b) — cos a cos b — sin a sin b , 

pour toutes les valeurs de a et b, moindres que les limites 
A et B , je dis qu'elles auront également lieu lorsque b étant 
encore < R , on aura a < 100" -J- A. En effet , on a par les 
propriétés démontrées ‘ 

sin ( ioo°-|-m-J- 6 )=«'/i(ioo 0 — rn — b~)-=.cos(m-{-b} 
cos ( 1 — cos ( 1 oo° — rn—b) =s — sin (m-J-ê) ; 

mais en supposant m < A et b < B, on connaît les valeurs 

de sin ( m -f- b ) et de cos ( m -f- b ) ; par ces valeurs on aura 

donc 

R sin ( io 6 °- 4 - rn -f- b )— cos m cos b — sin msin b 
R cos f ioo° H- rn-l-b)=z — sin m cos b—sin b cos m. 
Soit 1 oo° -\-mzz.a, Ou mezza — ioo°, on aura cos ni = sin 
(ioo° — rri)—\in (uoo° — à) — sin a , sin m=cos( IOO° — m) 
— cos ( aoo° — a } 3: — cos a , donc 

R sin ( a -f- b) — sin a cos b -f- sin b cos a 
R cos (n + b) — cos a cos b — sin a sin b. 

D'où l’on voit que ces formules qui n’étaient démontrées 
que dans les limites a < A , b < B , lé soùt maintenant 
daris dé» limites plus étendues a < ioo a -f- A , ô< B. Mais , 
par la même raison , la limite de b peut être reculée de 
ioo° , et ensuite celle de rt, ce qui peut se continuer indé- 
finiment ; donc les formules dont il s’agit ont lieu , quelle 
que soit la grandeur des arcs a et b. On démontrerait 
la même chose des formules qui donnent sin ( a — b) et 
cos ( a — ù); et d’ailleurs celles-ci se déduiront facilement 
des premières. Car, suivant ce qui précédé , on a 

R sin (a — b ii) — sin (a — 6 ) côs b -{-cos ( a — b~) sin b 

Rcoj(o — b-\-U) — cos (« — U) cos b — sin (a — b) sin b. 
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Mettant R sin a et R cos a an lieu des premiers membres , 
on tirera aisément de ces deux équations 

R tin ( a — b) = tin a cos b— tin b cos a 
R cos (a — b) =r cos a cos b -J- sin b-tui a , 
formules qui auront lieu pour toutes valeurs de a et de b. 

xx. Si dans les formules de l’article précédent on 

fait b=za, la première et la troisième donneront 

. a sin a cos a cos‘ a — Sin' a 

stn 2 a — — — g , cos 2 a— g 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
d’un arc double , lorsqu’on connaît le sinus et le 
cosinus de l’arc simple. C’est le problème de la du- 
plication d’un arc. 

Réciproquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales , mettons dans les mêmes for- 
mules £ a la place de a, nous aurons 

. a sin i a cos -j a rot' -a — sin'~a 

sin az= g- -, cos a= g 

Or , puisqu’on a tout à la fois cos * - a sin ' j a = R * 
et cos' 7 a — sin' j a=R cos a, il en résulte 
cos’^a=jRÿ- jRcosaet sin' { a=^R* — { Rcos a, 
donc 

sin'-a=\/ ( j R ’ — -j R cos a) 
cos j a= 1/ (jR 1 -f-^Rcos a). 

Ainsi, en faisant a— ioo°, ou cos a=o , on a 
sin 5 o°=cos 5 o°=t>'''-ïR , = Rt/7; ensuite si l’on 
fait a =5 o°, ce qui donne cos a= Rl/^, on aura 
sin 25 °=Ri/( 7 — et cos 

xxi. On peut aussi avoir les valeurs de sùr-~ a et cor-j a 
exprimées par le moyen de sin a, ce qui sera utile dans 
beaucoup d’occasions ; ces valeurs sont : 

sin - a = -ji/(R*-(-Rfû»a) — -ji/ (R ’ — R sut a) 
cor-j a = 7i/(R’-HR«n«)-f-Tl/ (R’ — Rrini*) i 
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En effet , si on élève la première au quarré , on aura sin * 4 a 
= 4(R’+R «««) + ; (R , -RiM#)-i t /(R'-R>„v’ fl ) 
=:-) R — 7 R cos a ; on aurait de même cos 1 jarr-j-R’ + iR 
cos a , ce qui s'accorde avec les valeurs précédentes de 
fin 7 a et cos~ a. Il faut cependant observer que, si cos a 
était négatif, le radical 1 / (R* — R sin a) devrait être pris 
avec un signe contraire dans les valeurs de sin\ a et cos^a, 
ce qui changerait l’une dans l’autre. 

xxti. Au moyen de ces formules, il est facile de déter- 
miner les sinus et cosinus de tous les dixièmes du qua- 
drant. 


Et d'abord soit sin 20 °=.r, jr sera la corde de 40 °, ou 
le côté du décagone régulier inscrit ; or ce côté est égal 
au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et 
*5, 4 . extrême raison *j donc si on fait le rayon égalai 1 , on aura 
1 : ax:: a.r; 1 — ix. Delà on tire /(X*— 1 — a.r, oux*+-‘.r=:^; 
donc (x +-))*— -j + tt— tt* donc — ÿl/ 5, et enfin 

x ou sin ao°= 4 ( — 1 5). 

. 6—21/5 

Cette valeur, élevée au quarre, donne sut' ao°— • 


donc 1 — sin' ao°, ou cos' ao°= 


10+21/5 

16 


—cos 2 a , donc cos ijo 0 ou sin 6 o°=; - 


16 7 

Mais cos ‘a — sin ‘ a 
/,l/5 t + l/5 


Maintenant, si dans les formules dun° xrt on fait R=ri, 
<1 = 20 °, et sin a=j ( — 1 +1/ 5) , on en déduira 

sin io°=4j/(3 + v/ 5) — |i/(5 — v/5) 
cos io° = ;i/(3 + i/ 5) + 4i/ (5 — t/5). 

Si ensuite on fait dans les mêmes formules n = 6 o°, et 
sin a:=4( I +/ / 5)> on aura 

sin 3o°=-ji/(5 + i/5)— 4i/(3 — 1/5) 
cos 3o°=ji/(5+t/5) + 4t/(3 — 1 / 5). 

Avec ces valeurs et celles qu’on connaît déjà de sin 5o® 
et de fin xoo°, on peut former le tableau suivant : 
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fin 

0’ — cos 1 00° = 0. 

\ 

sin 

1 o’ = cos 

9o‘=-;t/(3 + i/5)-^(5. 

-1/5) 

sin 

2 0° = cos 

8 ot=i(— i + l/5) 


sin 

3o° = cos 

7 o* = }i/(5 + i/5)-ii/(3. 

- 1 / 5 ) 

sin 

1,0° = cos 

6 o° = |i/(io — ai/ 5) 


sin 

5 o°= cos 

5o”=rii/a 


sin 

60°= cos 

t, o’ = *(i+l/ 5 ) 


sin 

7 o°=:cos 

3o*=;i/(5+l/5) + ii/(3- 

-1/5) 

sin 

80 ° ~ car 

ao° = ji/(io + ai/5) 


sin 

90 ° =r cos 

io”=-H/(3 + i/5)+fi/(5- 

— 1/5) 

sin 100’ = cos 

0 ” = 1 . 



Ces valeurs peuvent se simplifier encore , puisqu'on a 
l/(3-H/5)=7i/io+-ï|/aeti/(3— i/ 5 )={i/io — 7 l/a; 
d’où l’on voit qu’en regardant comme connues 1/ a , y/ 5 et 
1/ 10, il ne reste que quatre extractions de racines quarrées 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de io\ 

xxm. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarquables. i° Puisque a sin t,o° est la corde de 8o", ou le 
côtédu pentagone régulier inscrit, cecôté— +/(io — ai/ 5 ), 


io — a \/5 

son quarré =r . Le côté du décagone régulier 


=a sin 2o*=rÿ( — i-f-i/5), son quarré=-j(6 — 21/5); or 
-j ( io — 2i/5)=i-J- J-(6 — a / 5). Donc la somme faite du 
quarré du rayon et du quarré du côté du décagone , est égale 
au quarré du pentagone régulier inscrit. 

a° Entre les sinus des divisions décimales impaires du 
quadrant, on a cette relation 

sin 90* -{-sin 3 o °-{-sin 10°— sin Soi" -{-sin 70°, 
et les divisions paires donnent semblablement sin 60*= 
sin ao°+ 4 - Mais ces formules ne sont que des cas particu- 
liers , et on peut démontrer que x étant un arc d’un nombre 
quelconque de degrés , on a 

rwi(ioo”— x)-{-rin(ao 0 +;r)-f-.s» 7 i(ao’— x)=sin(6o°— a - )-|-«/i(6o , -|-x). 

En effet , la formule sin (a -f- b) -{-sin (a— b')=i sin a cos b, 
donne 


sin ( ao” j:) -f- sin ( 20“ — *) — a sin 20° cosx 

sin ( 60* -f- x ) + sin ( 60° — x ) = 2 fin 60 * cos x. 
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Donc, puisqu’on a sin 60“ — s in 2o” = -j, et cos x — tin 
( ioo”— x), ces deux équations retranchées l’une de l’autre, 
donneront 

tin (6o“-f-x)-f - sin (Go” — x ) — s in (îO°-f-x ) — sin (20”— r'jrxsin (ioo* — J - ). 

Formule d’où l’on tire l’équation des divisions impaires en 
faisant x— io”, et qui en général peut servir à la vérifica- 
tion des tables de sinus. 

xxrv. Si dans les formules première et troisième 
de l’article xix, on fait ù— aa, on aura 

. . si/i s a co s a _i_ cos s a sin a cos i a cos a — sin a a sin a 

suiia— ^ , cos 3 a = ^ 

Substituant dans celles-ci , au lieu de sin a « et 
cos a a , les valeurs trouvées dans l'article xx , et 
simplifiant les résultats au moyen de l’équation 
sin ’ a + cos 9 a = R” , on aura 

. - . 4 sin 1 a 

sin 3a = 3 sin a — gp; — 

, 4 cos * ci « 

cos 5 « — — s- A cos a. 

MX 

Ces formules qui servent à la triplication des arcs, 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou 
division en trois parties égales. En effet, si on fait 
sin 3 a—c et sin a — x, on aura pour déterminer x 
l’équation cR’ = 3R’ x — 4 x '- D’où Ton voit que le 
problème de la trisection de l’angle, considéré analy- 
tiquement, est du troisième degré. 

Si dans les mêmes formules de l’article xix , on 
fait successivement b= 3 a, b-=/\ a > etc * > on aura 
les sinus et cosinus des arcs 4 <* , 5 a, etc. ; c’est-à-dire , 
en général, les sinus et cosinus des multiples de a. 
Réciproquement les formules qui servent à la multi- 
plication des arcs, donneront les équations à résou- 
dre pour diviser un arc donné en parties égales; 
c’est-à-dire, pour déterminer sin a ou cos a , lors- 
qu’on connaît sin n a et cos n a. 
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■xxv. Développons encore les valeurs de tin 5 a et cm 5 a, 
et pour cela prenons les formules 

s in 3 a cos a <2 -f- cos 3 a .un a a 


sin (3 + 

cos (3 a + aa) = - 


R 

cos 3 a cos a a — sin 3 a sin a a 
R 


Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. xx et xxiv, 
on aura , après les réductions , 

. ao un} a 16 sin 5 a 

sin 5 a 5 sin a 1 — 

R* R 4 

10 cos* a 16 cos* a 

cos 5 a = 5 cos a — | — 

R' R 4 


D’où l’on voit que le problème de la quintisection de l’angle 
serait du cinquième degré, et ainsi des autres divisions par 
les nombres premiers 7 , i 1 , i 3 , etc. 

xxvi. Soif proposé pour exemple de trouver la valeur 
de sin i* approchée jusqu’à quinze décimales , ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus. L’ex- 
pression de sin 10°, trouvée n° xxit, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R=i, donne sin 10° =0. 
i 5643 44660 4 oa 3 i ; de là on tire, par la formule du n° xxi, 
sin 5 *=o. 07845 90957 37845. 

Soit maintenant sin 1° = x , il faudra , pour avoir x , 
résoudre l’équation 

16 x 5 — aox 1 + 5 x = o. 07845 90957 37845. 

Si, pour abréger, on fait le second membre = c, ou aura 
à-peu-près 5 x — aox 1 me, et x=jc+4 (7c) *■ Or 
0.01569 18191 et 4 (-^e) 1 =0.00001 5456 ; donc on a, pour 
première approximation , x = o. 01670 7375, valeur qui 
n’est en erreur que dans la huitième décimale. Pour en 
avoir une plus exacte, soit x = 0.01570 73 +y, on aura, 
en substituant dans l'équation proposée , et négligeant le 
quarré et les autres puissances dey, 
o. 0784590094349*7+4-985301 7y=o. 078469095737845; 
d’où l’on tire y = 0.00000 00 173 118307, et 
x ou sin i”=o. 01570 73173 118107. 


Digitized by Google 


348 TRIGONOMÉTRIE. 

Du sinus de i* ou ioo', on déduirait semblablement les 
sinus de 5 o', de 10', de 5 ', et enfin celui de 1'. 

xxvn. Les formules de l’article xix fournissent 
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles 
il suffira de rapporter celles qui sont de l’usage le 
plus fréquent. On en tire d’abord les quatre sui- 
vantes : 

sin a cos b = 7 R sin ( a-\-b ) -|- jR s in {a — b) 
sin b cos a =7 R sin (a b) — ÿ R sin (a — b ) 
cos a cos b =! R cos (a — b) + ^R cos (a + b) 
sin a sin b — j R cos (a — b ) — £ R cos [a -{-b) 
lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 
sinus ou cosinus, en sinus et cosinus linéaires ou 
multipliés seulement par des constantes. 

xxviii. Si dans ces formules on fait a b=p , 
a — b — q, ce qui donne a , b ? , 011 

en déduira 

2 

sinp+sinq = —sinj(j>+q) cos\{p — q) 

J\ 

2 

sinp — sinq = — fi /17 {p — q) cos^ {p + q) 
cOSp-{-cosq = ^ cos~{p-\-q)cos 7 (/> — q) 

cosq — cos p— — - sin t (p + q) sin ‘ {p — q)- 

Nouvelles formules qu’on emploie souvent dans les 
calculs trigonométriques pour réduire deux termes à 
un seul. 

xxix. Enfin , de ces dernieres on tire encore par 

. . , , , sin a tanga 

la division, et ayant egard a ce que — — — — = 

— , celles qui suivent: 
cot a 1 
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sin p + sin g _ sin'-(p + q) cos-,(p-—g ) _ tang\ ( p + g ) 
sin p — sin q ~~ cos ^ [_ p+q ) sin~ ( p — q ) ~ tan S \ ( p—q ) 

sin p -f- sin g sin\ (p + q) ta”gr ( P + <7 ) 

cos p -f- cos q cos 7 ( Z» + î ) R 

sin p + sin q coj-j ( p — <7 ) cotÿ ( p — q ) 

cos q — cos p sin'- ( p — q) R 

sin p — sin q _ sin ' ( p — J ) __ tang' 7 (p — q ) 

cos p -f- cos q cos 7 ( p — q ) R 

sin p — sin q c ot 7 ( P + T ) cbt -j ( p + q ) 

cos q — cos p sin'- ( p *>; q ) R 

cos p 4- cos q cari ( p+q ) ros'-(p — q) colÿ ( p +q ) 

cos q — cos p sinj (p-i-q) sinÿ(p-q) tang-p-q) 

*ïfS p + ? ) _ ® ■ ,Ul S ( p+~i ) cosX ‘ (p+q ) _ *^4 ( p+q) 

sinp + sin q a sin± (p+q) «W7 (p — q) cos'- ( p — q) 

sin (p+-q ) _ a sin± ( p+q) cos{ (p + q) _ sin\( p+q) 
sin p — sin q a sin- ( p — q) cos± (p+q) sinj (p — q) 

Formules qui sont l'expression d’autant de théorèmes. 
De la première il résulte qué la somme des sinus de 
deux arcs est à la différence de ces mêmes sinus, 
comme la tangente de la demi-somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-différence. 


xxx. Si on fait b=za ou q — o dans les formules 
des trois articles précédents , on aura les résultats 
qui suivent : 


cos' a^r^-R 1 -f--j Rcosia 
sin' a = -jR* — 7 R cos a a 


R -f- cos p =- 


R 


R — cos p = 


R 


sut p : 


a sin J p cos ~ p 

R 


sin p lang \ p R 

R -f- cos p R cot 7 p 
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sin p rot { p R 


R — cos p R tang ï P 

R-J-CIW/7 cot 1 {p R 1 

R — cosp IV tang' '-p 

xxxi. Pour développer aussi quelques formules 
relatives aux tangentes, considérons l’expression 

tari" (a+b) =. ^ \ ï>) ' < ^ iUls ^ a T ie ^ e subs- 

titution des valeurs de sin (a -+- b) et cos (a -+- b), 
donnera i 

, , . R ( sin a cos b -4- sin b cos a ) 

long (a + b) =s — i . . . -• 

1 cos a cos b — sut b sm a 

n S 


Or on a sin a = • 


R 


. . cos b tans b 

et sm b = — 5 — 

K 


substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 

ternies par cos a cos b, on aura 

, R’ ( tans a tans b) 

tang (a + b) = ~ n \ 5— ~ — 

° ' • R — tang a tang b 

C’est la valeur de la tangente de la somme de deux 

arcs, exprimée par les tangentes de chacun de ces 

arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 

différence 

tang la -b ) = ^± a ^. a ~ tan S b l 
B ' > R ■ 4- tang a tang b 

Soit b = a , on aura pour la duplication des arcs 

la formule 

a R’ tang a 

tang a a — =— — , 

^ ÏV—tang a 1 

d’on résulterait 


cotza — — {tanga — J cot a — {tang a. 

tang z a a tang a 

Soit b = a <2, on aurait pour leur triplication la 
formule : 

_ R ’ ( tang a -4- tang a a) 

tang 3 a = — — -, 

° R — tanga tang z a 
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dans laquelle si on substitue la valeur de tan" a a , 


„ 3 R’ tang a — tans 3 a 

tans 3 a— „ , r. — 

° R — 3 tang a 

xxxn. Le développement des formules trigonométri- 
ques , considéré dans toute sa généralité, forme une bran- 
che importante de l’analyse, sur laquelle on peut consulter 
l’excellent ouvrage d’Euler, intitulé : Introduction à l'ana- 
lyse des infinis , traduit et enrichi de notes par Jean Labey. 
Nous croyons cependant devoir démontrer encore les for- 
mules qui servent à exprimer le sinus et le cosinus en fonc- 
tions de l’arc, formules dont la connaissance est supposée 
dans la note iv, et qui d’ailleurs sont nécessaires pour la 
construction des tables. 


Et d’abord supposant le rayon — i , ce qui n’altere pas la 
généralité des résultats, on a la formule cos‘ \-{-sin‘ A.=: i , 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires cos A -\-\/ — i sin A et 
tas A — i/ — i sin K- Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A-f-j/ — i sin A , cos B-f-i/ — i sinB, 
le produit sera cos A cos B — sin A sin B ( sin A cos B -f- 
sin B cos A)i/ — i , et il se réduit par conséquent à la forme 
tos (A-f-B) — i sin (A-f-B) , laquelle est semblable à 

chacun des facteurs. On a donc en général 
{cos A-H/— iroiA) (cojB-H/— irwB)=ror(A-J-B)-f-i/— i«n(A-J-B) , 
et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s’exécute en ajoutant seulement les arcs , ce qui 
est une propriété analogue à celle des logarithmes. On en 
conclura successivement 

(cor A+l^— i sinA) {cof A-f~l/— isin A) — cos y. i sin i A 

(cor A-f-l/— i sin A.) (co r a A-+- \/— i sin a A) — cos 3 A-f-i/— i sin 3 A 
{cos A-f-i/— i sin A) {cos 3 A f-V/— 3 A) — cor 4 A-J-l/— i sinl\ A 
etc. 

Le premier produit est égal à (cor A + \/ — i sin A)', le 
second est égal à (cor A-f-j/ — i sin A) J ; et ainsi de suite. 

Donc en général , n étant un nombre entier quelconque , 
on aura 


(cor A -f- 1 / — i sin A) n =.cos n A — i sin n A. 
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De là résulte , en changeant le signe de \/ — i , 

(cor A — \/ — i sin A)"= cor n A — l/ — i sin n A, 
et de ces deux équations qui sont une suite l’une de l’autre, 
on déduira les valeurs séparées de sin n A et cos n A, savoir: 
cos n A — j ( cos A -H/ — i sin A) "H- 7 (cor A — — 1 sin A)" 


sin nk — — - — (cor A-f-l/— 1 sink)" - — (cos A— l/— 1 sin k) a 

i\/ — 1 ' i\ y — 1 ' 

xxxm. Si on veut exprimer les mêmes quantités en 

séries , il faudra développer par la formule du binôme 

(cor A -H 1/ — 1 sin A)™, ce qui donnera 

cor" AH — cor" 'ksink 1/— 1 — cor" * A sin'k 

1 1.2 


n . n — 1 . n — 2 


j.1.3 


cor" ’Àri'/i’Aj/— iH 


n.n — IJ» — î.n — 3 
1 . 2 .3.4 


cor" - * Arm * A-t-c te. 


Et cette quantité étant la valeur de cor n k -\-\/ — 1 *m n A , 
on égalera séparément la partie réelle à cor «A , et la partie 
imaginaire à 1/ — 1 sin nk. On aura donc 


n.n—i „ . . n.n — 1 .n — 2 .n — 3 

cos nk~cosk— cor 1 Arm’ AH — — 

1.2 1.2. 3 . 4 

cor" * A sin ‘ A — etc. 

rm nk—n cos" ' Arm A— — — -- "— cor" 3 Arm 1 A H- etc. 

1.2.3 


séries dont la loi est facile à saisir , et au moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d’un arc multiple de A, 
d’une maniéré beaucoup plus prompte que par les opéra- 
tions indiquées art. xxiv. 


xxxiv. Puisqu'on a sin k~cos A tang k, ces séries 
peuvent sc mettre sous la forme 

« 

( n.n— 1 n.n—t.n — 7 .n — 3 \ 

1 ta ng' AH tang' k — etc. ) 

1.2 1 . 2 . 3 . 4 J 

_ (n . n.n — 1 . n-i \ 

ink— cos" Al - tang A tang A H- etc. J 


,r 



on aura , en substituant cette valeur et 


conservant cependant le facteur cor" A , 
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/ t..t—A tang 1 A .r..r— A..r— aA,.r— 3 A tans' A \ 

ro/'A i — — h- r— t-j etc. J 

\ 1.2 A 1.2. 3 . 4 A* J 


Sx tang 

un. -t— cos ‘Al -• 

\i A 


A x.x — A.x — 2 A tang - 1 A 


1 . 2.3 


H- etc 


) 


Dans ces formules on peut prendre A à volonté ; supposons 

. . tang A , . 

A tres-petit, alors sera très-peu différent de 1 unité; 

A 

parceque la tangente d'un arc très-petit est presqu'égale 
à l’arc. Cependant , tant que l'arc n'est pas nul , on a 
tang A 

tang A > A ( i ) ou > i ; on n en meme temps 

A 

, . . tang A tang A tang A i „ 

A > sin A (a) ; donc < — — — , ou 7 — < -■ De 


tin A ’ 


cos A 


.. . , tang A 

la on voit que le rapport est toujours compris entre 


les limites 1 ct- 


cos A 


Soit A=o , on aura cos A= 1 ; donc 


. tang A . 1 

puisque — - — est compris entre 1 et 


cos A 


il faudra qu'on 


tang A . 

ait exactement — - — =1. Donc en faisant A =0, on aura 


cos 


c=cos n A( 1 — —H 

\ 1.2 1 . 2 . : 


3.4 1. 2.3.4. 5. 6 


H- etc 


) 


+ 


-etc.^ 


tin .r=cor» A ( r 

\ i.a .3 i.2. 3 . 4-5 

Il reste a voir ce que devient cor» A , lorsque A diminue 

de plus en plus, et devient enfin zéro. Or on a — - — — 

cos‘ A 

__ 1 

sec' Az=i-+-/ang‘ A; donccos A=( i+tang' A) 1 , donc 

„ , . - n n.n+2 

cos A=(i+tang‘ A) ‘—i — tang' A-H —tang* A— tic. 


(1) AT est plus grand qun AM, parceque le triangle ATC en au sec- tl 
teur ACM : : ATX \ AC : AMX .7 AC : : AT : AM. 

(a) AM est plus grand que MP , parceque Parc MAN est plus grand 
que «a corde MN. 

Huit. édit. a 3 


\ 
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Substituant au lieu de n sa valeur — , on aura 

A 

_ x . tans' K i.j+sA tans' K 

cos X— i A. — f- 1 3 A*. — f- etc, 

a A a . 4 A 4 

Si l'on imagine maintenant que A diminue de plus en plus , 

x restant la même , la valeur de cos n A approchera de plus 

. tansK. 

en plus de 1 unité; enfin, si 1 on fait A=:o et — — — =i , 

on aura exactement cos n A=i. Donc on a les formules 


+ 


i.a i.a.3.4 1 . a. 3. 4-5. 6 

x 1 x 1 


-etc. 


+ 


• etc. 


1 . 3 . 3 1 . a. 3. 4-5 

par lesquelles ou pourra calculer le sinus et le cosinus d’un 
arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 
pour unité. 

xxxv. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d'une 
maniéré succincte, par le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1 , on a 


^ — h 


+ 


+ 


etc. 


1 i.a i.a.3 i.a.3-4 

Si , dans cette formule , on fait z=j-\/ — 1 , il en résultera 

xv /— 1 x * x 1 v / — 1 

‘=i + 


4 iV — 1 

i.a i.a.3 ' x. a. 3 . 4 ^ 1 . a. 3. 4.5 


•etc. 


On aurait semblablement en changeant le signe de v/ — 1 , 


xv/ — 1 


x* x 1 v/ — 1 x‘ 

+ -+ 


x 5 \/ — 1 


1 x.a 1 . 2.3 i.a. 3.4 i.a.3. 4-5 

De là on tire 


-etc. 


JV—i.—xv'—x 


C X1/— I_ e — XV /— 1 




1 .a x.a. 3. 4 

x 1 x s 


-etc. 




■etc. 


2 v / — 1 x.a. 3 i. a. 3. 4-5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvée* 
pour cot x et sin x. Donc on a 
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-x \/ — i 


— • e — xV — » 

d’où l’on tire 




+ e 


-XV- 


— a— * v ~ ' 

ai/ — x 
sinx 

- v '~ l --^rJ=^~ Uan ff r > 


formule dont on a fait usage , note iv. 


Les mêmes formules donnent e Æ » / — * = cor + i sinx, 
e v '=cosx — 1/ — isinx- donc, en divisant l’une 

par l’autre, on aurae ,Iïr 1 — S rys J ^ 1 * ln r 

cor x — \/ — x s in x 

i-f-l/ — t tangx. 

- - , ou en prenant les logarithmes de charme 

I — ^ — I t Cl H g JC 1 

membre, ix\/ — irrlog. V/ ~ 1 /a ”f Mais ou 

\i — i/— x taux x J 


sait que 


'°s- (f=-;)= s 


- az +~ s 3 +:î ! -1-etc. ; mettant 
S 5 

donc \/ î tang x au lieu de z, et divisant de part et 
d’autre par ai/ — i , ou aura 

x=tangx — i long’ x-f-A tang' x—± tang etc. 

Formule très-simple qui sert à calculer l’arc par sa tan- 
gente, lorsque celle-ci est plus petite que l’unité. 


xxxvi. Pour appliquer les formules précédentes à la 
détermination du sinus et du cosinus d'un arc donné en 
degres et parties de degré , il faut avoir la longueur de cet 
arc exprimée en parties du rayon, ou ce qui revient au 
meme, il faut avoir le rapport de cet arc au ravon. Or, le 
rayon étant i , la demi -circonférence ou l’arc de aoo* 
= 3. a6535 8<)7y32. Soit ce nombre =ir, la lon- 

gueur de lare——. ioo° sera— — . —— jdoncsi on faitdansles 

formules précédentes x ■=. — . — , qu 'ensuite on remette 

la valeur de ^ , et qu’on calcule les coefficients jusqu’à seize 
décimales , on aura les formules suivantes : 

23. 
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Sin I 


Cr ,o “°) = 

!.. 

1.57079 63267 948966-^ 

m' 

1.64596 40975 062463— j 

- m s 

+0.07969 26262 461670 — - 

tu 7 

—0.00468 17541 353i87 1 

n 7 ' 

4-0.00018 044 1 1 B47874 — —*! 

n 9 

Ttl 1 1 

—0.00000 35 g 88 43 a 352 — — 
m ' J 

+0.00000 00569 217292 — pj 


—0.00000 00006 688 o 35 — r 
n ' 5 

+0.00000 00000 060669 

n" 

.. m ' 1 

—0.00000 00000 000438 — p 
m* 

+0.00000 00000 000000 


COJ^ 100 °^ = 

1 .00000 00000 000000 

7 

— 1.23370 o 55 oi 361698 — - 

+ 0.25366 95079 010480 — - 

.02086 34807 63353 o — 
n 

, „„ m 

+0.00091 92602 748394 — - 

Ttl 1 * 

.00002 52020 4 » 373 i 

n" 

o m " 

+0.00000 04710 074779 — — 

.00000 ooo 63 866c 3 1— 
n‘ 

+0.00000 00000 656596 — — 
00000 00000 005294 — - 


+0.00000 00000 oooo 34 — 

• M* 


Les sinus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu’à 5 o*, 
comprennent les sinus et cosinus des arcs depuis 5 o° jusqu’à 
100°; car on a sin ( 5 o°+z) = eor ( 5 o" — z) et cos ( 5 o”+z)= 
tin ( 5 o° — z). Donc, dans les formules qui donnent les 

, , . m rn 

Valeurs de sin — 100 et cos — 100 , on pourra toujours 
n n 


supposer — <-~j de sorte que les séries seront tellement 
n 

convergentes , qu’il n’en faudra jamais calculer qu’un petit 
nombre de termes, sur-tout si on n’a pas besoin de beau- 
coup de décimales. 
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. »* 1 a 3 4 5 

Si on fait successivement — = — , — , — , — , — , on 

n 10 10 io 10 i*’ 

trouvera les résultats suivant# : 

sin io° = cos 90° — o. 10643 4465 o 4 oa 3 ( 

sin io° = cos 8o° = o. 3 ogoi 69943 74947 

sin 3 o° = cor 70° 5= o. 45399 04997 5 g 547 

roi 4o° = cor 6o° = o. 08778 52622 92473 

sin 5 o° = cor 5 o° = 0.7071067811 86548 

sin 6o° = cos 40° = o. 80901 69943 74947 

nu 70° = cos 3 o° — o. 89100 65 a 4 i 88368 

rôi 8o° = cos ao° = 0.96106 6616296164 

sin go° = cos io° = o. 98768 834 o 5 g 5 i 38 

sin ioo° z=z cos o° = 1 . 00000 00000.00000 

lesquels s'accordent avec les formules algébriques du n° aa. 

m 1 

On trouvera pareillement, en faisant — = — , la meme 

n 100 

valeur de sin 1°, qu’on a trouvée n“ a6 ; et la grande facilité 
avec laquelle on parvient à ces résultats , est une preuve de 
l’excellence de la méthode. 

De la construction des tables de sinus. 

xxxvii. Les savants utiles à qui on doit la première cons- 
truction des tables de sinus , ont fondé leurs calculs sur des 
méthodes ingénieuses , mais dont l’application était fort 
pénible. L’analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup 
plus expéditives pour remplir cet objet ; mais les calculs 
étant déjà faits, ces méthodes seraient restées sans appli- 
cation , si l’établissement du système métrique n’eût fourni 
l’occasion de calculer de nouvelles tables conformes à la 
division décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre 
dans la construction des tables, supposons qu’il s’agisse de 
calculer les sinus de tous les arcs de minute en minute , 
depuis 1 minute jusqu’à 10000 minutes ou 100 degrés; nous 
ferons le rayon =ri , l'arc d’une minuter:: a, et d'abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de l'arc a avec un 
grand degré d’approximation. 

Le rayon étant 1 , on sait que la demi-circonférence ou 
l’arc de aoo°= 3 . 14169 26536 897932; divisant ce nombre 
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pat - 20O00,0nal’arcde i ' ou or=:o.oooi 5 70796 3*679 48966, 
valeur exacte jusque dans la vingtième décimale. Quand un. 
arc est très-petit, son sinus* est sensiblement égal à l’arc, 
ainsi on a à très-peu prés sin « — o.oooi 5 70796 3*679 
48966. Mais cette valoir est déjà en erreur à la treizième 
décimale, laquelle n’est que le dixième chiffre significatif. 
Pour en avoir une plus exacte, le moyen le plus simple est 
de recourir aux formules de l'art. 36 , dans lesquelles , si on 

fait — = , on aura immédiatement, par les deux ou 

11 10000 


trois premiers termes de chaque série , 

sin azzz o .oooi 5 70796 3 ao 33 5*5563 
cos a — o . 99999 99676 6*994 5 * 4 oo 5*53 
valeurs exactes jusqu’à la vingtième décimale pour le sinus , 
et jusqu’à la vingt-qualricmc pour le cosinus. 

xxxviii. Connaissant le sinus et le cosinus de l’arc d’une 


minute désigné par a , pour en déduire successivement les 
sinus de tous les ares multiples de n, on fera dans les for- 
mules de l’art. **,/>=: x a , q=x — a. La première et la 

troisième donneront par cette substitution , et en faisant 
toujours Rm, 

sin ( x -f- a ) =: 1 cos a sin x — sin ( x — <j ) 

cos (x-f- a ) — 2 cos a cos x — cor (x — a ) 

Il résulte de ces formules que si on a une suite d’arcs en 
progression arithmétique, dont la différence soit a , leurs 
sinus formeront une suite récurrente dont l’échelle de 
relation est icosa , — 1, c’est-à-dire, que deux sinus 
consécutifs A et B étant calculés , on trouvera le suivant C , 
en multipliant B par 2 cos a , A par — 1 , et ajoutant les 
deux produits, ce qui donnera C = *B cos a — A. Les co- 
sinus des mêmes arcs formeront égalcmene une suite récur- 
rente dont l'échelle de relation est 2 cos a , — 1 : on aura 
donc successivement , 


sin 

o = 

0 






cos 

O’zr 

1 






sin 

a =. 

sin a 






cos 

a=. 

cos a 





sin 

2a — 

2 cos 

a 

sin 

a 



cos 

2(1 = 

2 

cos 

a 

cos a— 

I 


sin 


2 cos 

a 

sin 

ici— sin 

a 

cos 

3(2 = 

2 

cos 

a 

cos 2(1— cos 

a 

sin 

! k a = 

2 cos 

a 

sin 

3 a -sin 

2(1 

cos 

4 « = 

2 

COS ‘ 

a 

cos 3 a- 

- cos 

2a 

sin 

ba = 

2 cos 

a 

sin 

l^a—sin 

3 a 

cos 

5(2 = 

2 

cos 

a 

cos 4«- 

— cos 

3 a 


elc. 








etc. 
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xxxnc. Il ne s’agit plus que d’exécuter les opérations in- 
diquées , en substituant les valeurs de sin a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus avec 10 décimales , il 
suffira de prendre les valeurs de sin a et cos a approchées 
jusqu’à 16 décimales , savoir : 

sin a — o.oooiS 70796 3 ao 335 
cos 0 = 0.99999 99 8 / 6 629945 
mais comme cos a différé très-peu de l’unité, il y a un moyen 
d'abréviation dont il faut profiter. Soit X — a ( 1 — cos a)— 
0.00000 00246 7401 10 , on aura 2 eps a = i—k, ce qui 
donnera , 

sin ( x -f- a ) — sin x — sin .r — ( x — a ) — h sin x 
cos ( x a ) — cos x = cos x — (a: — a ) — X cos x 
*Pour avoir le terme sin (x-| -a) il suffit d’ajouter au terme 
précédent sinx la différence sin (x-f-ci) — sin x , laquelle 
sera toujours très-petite : or cette différence est , suivant 
la formule, égale à une différence semblable déjà calculée 
sin x — sin (x — a ) , moins le produit de sin x par le nombre 
constant X . Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu’on ait à faire pour déduire un sinus des 
deux précédents; mais il faut observer i° que l’on n'a be- 
soin de connaître le produit que jusqu’à la seizième déci- 
male , ce qui donnera fort peu de chiffres à calculer; 2 0 que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d'avance les produits du nombre constant 2467401 10 
par 1,2,3 jusqn’à 9 ; car, par ce moyen, on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres du multiplicateur sin x, et il ne restera plus qu’à 
faire l’addition de ces produits , en se bornant toujours à 
la seizième décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus ; et, lorsqu’on aura prolongé l’une et l’autre séries 
jusqu’à 5 o°, la table sera complote. 

xl. Il est nécessaire, nons le répétons , de calculer les 
sinus avec 16 décimales, c’est-à-dire avec cinq ou six dé- 
cimales de plus qu’on n’en veut avoir réellement , afin 
d’être assuré que les erreurs , qui peuvent se multiplier 
dans le cours de 5 ooo opérations , n 'influeront cependant 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcul • 
fait , on retranchera les décimales superflues et on ne con- 
servera dans la table que dix décimales. 

Au reste, quand il s’agit d’exécuter tant de calculs, on 
doit chercher à vérifiée les résultats aussi souvent qu’il est 
possible. Dans l’exemple que nous avons apporté d’une 
ta ° le calculée de minute en minute, il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré, ce qui fera, de 100 termes en ioo termes, une vérifi- 
cation tres-utile. Or, pour calculer les sinus de degré en 
egrc , on a les formules et les valeurs qui suivent : 

sin (.r+r') — si n .T~H n .r — ««■(*— i *)_ hsinx 

«O» (*+!*) — cos x— C osx — cos \x—\') — hcosx 

■fin i° = o.oi 5 7 o 7 3i 7 3 i 1820 6 7 6 * 

cos i* = 0 .<)9 9 8 7 6Cîa4 81660 5 99 
h ~ a (1 — cor i ”) =0 . 000a4 6 7 35 D 366,3 8oa 

Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eux- 
métnes de dix en dix par les valeurs déjà connues de sin 10”, 
sin 20 , etc. Enfin lorsque la table entière est construite , 
on peut encore la vérifier de tant de maniérés qu’on voudra 
par l’éqnation 

Jw(,00-ar)-^ l >^ 2O «_ Æ ) +T /^ !|o .^ =jàj ( 6o _ j; ^ +jw (go. +jr j 

xlj. Ta’s sinus, tels qu’ils résultent des calculs que nous 
venons d’indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et 
on les appelle sinus naturels; mais on a reconnu dans la 
pratique, qu’il y a beaucoup davantage à se servir des loga- 
rithmes des sinus , au lieu des sinus eux-mêmes ; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus 
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On conçoit que 
les sinus étant calculés , il a été facile d’en trouver les loga- 
rithmes; mais comme la supposition du rayon = 1 rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de 
prendre le rayon = ioooooooooo, c’est-à-dire, qu’on a mul- 
tiplié par ioooooooooo tous les sinus trouvés dans la sup- 
position du rayon = 1. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
îoo , qui se rencontre fréquemment dans les calculs , a 
pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
fussent beaucoup plus petits qu’on ne les rencontre dans la 
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pratique, pour que leurs sinus eussent des logarithmes 
négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés , on en déduit 

très-aisément les logarithmes des tangentes par de simples 

, R si/ 1 x 

soustractions; car, puisqu'on a tangx — ■ , il s ensuit 

COJ x 

log. tang x— io-f -log. sirt x—log. cos x. Quant aux loga- 
rithmes des sécantes , ils sc trouveraient d'une maniéré 

R* 

encore plus simple, à l’aide de l’équation jec. 

co s x 

C’est parcequ’on peut y suppléer si facilement qu'on n’in- 
sere dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

11 resterait à expliquer l’espece d’interpolation dont on 
se sert , soit pour trouver les logarithmes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute, 
soit pour trouver l’arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l’explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. 


Principes pour la résolution des triangles 
rectilignes. 

xlii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus d’un des angles aigus, comme l'hy- 
poténuse est au côté opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A; du ®6- 3- 
point C, comme centre, et du rayon CD, égal au 
rayon des tahles, décrivez l'arc DE qui sera la me- 
sure de l’angle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de l’angle C. Les triangles CBA, 

CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 

EF :: CB : BA ; donc 

R : si/i C :: BC : BA. 
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xliii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est à la tangente d'un des angles aigus, comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit l’arc DE, comme dans l’article pré- 
cédent , élevez sur CD la perpendiculaire DG qni 
sera la tangente de l’angle G. Par les triangles sem- 
blables CDG, CAB, on aura la proportion CD : DG 
I :: CA : AB; donc 

R : rang C :: CA : AB. 

xliv. Dans un triangle rectiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 

, Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A , sur le côté opposé BC , 
il pourra arriver deux cas : 

i° Si la perpendiculaire tombe au - dedans du 
triangle ABC , les triangles rectangles ABD , ÀCD 
donneront , suivant l’art, xlii , 

R : sin C :: AC : AD 
R : sin B :: AB. : AD. 

Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux , on pourra , avec les moyens , faire la pro- 
portion 

sin C : sin B : : AB : AC. 

s a° Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
ABC , les triangles rectangles ABD , ACD donne- 
ront encore les proportions 

R : sin C :: AC : AD 
R : sin ABD :: AB : AD: 

d'où l’on déduit sin C : sin ABD :: AB : AC. Mais 
l'angle ABD est supplément de ABC ou B ; donc 
sin ABD =zsin B; donc on a encore 

sin C • sin B :: AB : AC. 

xi.v. Dans tout triangle rectiligne , le cosinus d’un 
angle est au rayon, comme la somme des quarrés des 
côtés qui comprennent cet angle moins le quarté 
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du troisième côté , est au double rectangle des 
deux premiers côtés ; c’est - à- dire qu'on a: 

cos B : R :: ÂÏÏ+-BC — Âc‘: a AB X BC , ou cos Bz= 

ÂB+-BC — AC 

B. X 

a AB X BC 

Soit encore abaissée du sommet A, la perpendiculaire fi *>' ^ 
AD sur le côté BC : 


i° Si cette perpendiculaire tombe au-dedans du trian- 
gle , on aura * AC =z AB + BC — a BC X BD ; donc BD 
AB+-BC — AC 


a BC 


Mais dans le triangle rectangle ABD, 


on a R : sin BAD :: AB : BD; d’ailleurs l’angle BAD étant 

complément de B , on a sin BAD zzz cos B ; donc cos B 

R X BD . , , „ 

-, ou en substituant la valeur de BD , 


AB 


cos B — R X 


AB + BC-AC 


a AB X BC 

a® Si la perpendiculaire tombe au-debors du triangle , c f>- î - 
on aura AC = AB + BC+ a BC X BD*; donc B D 
AC — ÂB — BC’ 


3 . 3 . 


a BC 


Mais dans le triangle rectangle BAD , 


R X BD 

on a toujours sm BAD , ou cos ABD zr: -, et 

AB 

l’angle ABD , étant supplément de ABC ou B , on a * cos B 
_ R X BD 

= — cos ABD zz: — — ■; donc en substituant la valeur 

AB ’ 

de BD , on aura encore 


cos B=R X 


AB + BC-AC 
a AB X BC 


xlvi. Soient A, B, C, les trois angles d’un triangle 
rectangle ; a , b , c les côtés qui leur sont respec- 
tivement opposés , on aura , suivant cette derniere 
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proposition , cos B == R. 
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a ’ -f- c’ — b‘ 


% a c 


. Le même principe 


étant appliqué à chacun des deux autres angles , don- 

b‘ -f- c* — a‘ 


nera semblablement cor A — R. 
a' -f- A* — c* 


a b i 


cos G 


= R. 


a a b 


Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tou» 
les problèmes de la trigonométrie rectiligne ; car étant 
données trois des six quantités A, B, C, a, b , c, on a par 
ces formules les équations nécessaires pour déterminer le» 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déjà 
exposés, et ceux qu’on pourrait leur ajouter, ne soient 
qu’une conséquence de ces trois formules principales. 


/ 


En effet, la Valeur de cos B donne 

4aV— (Vr’-f-c’— A’V 

«V B— R* — cos‘ B— R’ .- - — — _ 

4 a’ c‘ 

( »a‘ b' +îa’ c* -f-aA* c * — a * — b 1 — c 4 ); donc 
sin B R 

■ =r- i’+*a' c' + ii’c’ — a' — 

b a abc 


R* 

~ka‘c' 
b* — c‘). 


Le second membre étant une fonction de a, b, c, dans 

laquelle ces trois lettres entrent toutes également, il est 

clair qu’on peut faire la permutation de deux de çes lettres 

. . sin B sin A fin C 

à volonté, et qu ainsi on aura — - — ■=: = , ce qui 

bac 

est le principe du n° 44 . Et de celui-ci se déduiraient 
facilement les principes des n°« 4 a et 43- 


xlvu. Dans tout triangle rectiligne la somme 
de deux côtés est à leur différence , comme la 
tangente de la demi-somme des angles opposés 
à ces côtés, est à la tangente de la demi-diffc- 
rence de ces memes angles. 

jig 4ctS. Car de la proportion AB : AC :: sin C : sin B, on 
tire AC + AB : AC — AB : : sin B sin C : sin B — sin C. 
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Mais, d’après les formules de l’art, xxix, on a 

B-f-C B— C 

sin B -f* J C : sin B — sin C :: tans : tang ; 

a a 

donc 

B + C B — C 

AC + AB : AC — AB :: tang : tang ; 

a a 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 
état de résoudre tous les cas de la trigonométrie 
rectiligne. , 

Résolution des triangles rectangles. 

xi. vm. Soit A l'angle droit d’un triangle rectan- 
gle proposé, B et C les deux autres angles; soit a 
m l’hypoténuse, h le côté opposé à l’angle B , et c le 
côté opposé à l’angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et G sont compléments l’un de 
l’autre , et qu’ainsi , suivant les différents cas , on 
peut prendre sin C =cos B, sin B =cos C, et pareil- 
lement tang \S—cot C, tang C =cot B. Cela posé, 
les différents problèmes qu’on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiiont toujours aux 
quatre cas suivants. 

PREMIER CAS. 

xlix. Etant donnés F hypoténuse a et un côté 
b, trouver le troisième côté et les deux angles 
aigus. 

Pour déterminer l’angle B, on a la proportion* •«.«. 
a : h :: R : sin B. Connaissant l’angle B, on connaîtra 
en môme temps son complément ioo° — B=C; on 
pourrait aussi avoir C directement par la proportion 
a : b : : R : cos C. 

Quant au troisième côté c, il peut se trouver de 


> 
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deux maniérés. Après avoir trouvé l’angle B , on 
*xmi. peut faire la proportion* R : cot B :: b : c, qui don- 
nera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe- 
ment la valeur de c, de l’équation c' , = a 1 — b ’ qui 
donne cz=i/ (« 3 — b ’), et par conséquent 

logc—^log (a + b) -\ -\log (a— b). 

DEUXIEME CAS. 

l. Etant donnés les deux côtés b et c de l’angle 
droit , trouver V hypoténuse a et les angles. 

* ubj. On aura l’angle B par la proportion* c : b :: R : 
tang B. Ensuite on aura C=ioo° — B. On trouve- 
rait aussi C directement par la proportion b : c :: 

R : tang C. 

Connaissant l’angle B , on trouvera l’hypoténuse B 
par la proportion sin B : R :: b : a ; ou bien on peut 
avoir a directement par l’équation a— \/ {b' -f-c 3 ) ; 
mais cette expression, dans laquelle b* -\-c* ne peut 
se décomposer en facteurs , est peu commode pour 
le calcul logarithmique. 

TROISIEME CAS. 

li. Etant donnés T hypoténuse a et un angle 
B , trouver les deux autres côtés b et c. 

On fera les proportions R : sin B :: a : b, R : cos B :: 
a : c, lesquelles donneront les valeurs de b et c. Quant 
à l’angle C, il est égal au complément de B. 

QUATRIEME CAS. 

Lit. Etant donné un côté b de l’angle droit, 
avec l’un des angles aigus, trouver i hypoténuse 
et l’autre côté. 

Connaissant l’un des angles aigus on connaîtra 
l’autre, ainsi on peut supposer connus le côté b , et 
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l’angle opposé B. Ensuite pour déterminer a et c , ou 
aura les proportions 

sin B : R : b : a , R : cor B : : b : c. 

Résolution des triangles rectilignes en 
général. 

Soient A, B, C, les trois angles d’un triangle rectiligne 
proposé, et soient a , b ,c , les côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés : les différents problèmes qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres , se réduiront tou- 
jours aux quatre cas suivants. 

PREMIER CAS. 

lui. Etant donnés le coté a^et deux des angles 
du triangle, trouver les deux autres côtés b et c. 

Les deux angles connus feront connaître le troi- 
sième , ensuite on trouvera les deux côtés b et c par 
les proportions*, 

sin A : sin B :r a : b. 
sin A : sin C : : a : c. 

DEUXIEME CAS. . 

i.iv. Etant donnés les deux côtés a et b , avec 
l’angle A opposé à l'un de ces côtés , trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et C. 

On trouvera d’abord l’angle B par la proportion 
a : b :: sin A : sin B. 

Soit M l’angle aigu dont le sinus — — , on 

pourra, d’après la valeur de sin B, prendre ou B=M 
ou B = aoo° — M. Mais ces deux solutions n’auront 
lieu qu’autant qu’on aura à la fois l’angle A aigu et 
b>a. Si l’angle A est obtus, B ne saurait l’ètre, 
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ainsi il n’y aura qu’une solution; et si A étant aigu 
on a b < a, il n’y aura non plus qu’une solution , 
parce qu’alors on a M < A, et qu’en faisant B = 
2oo° — M , on aurait A -f- B > 200° , ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B , on en conclura le 
troisième C. Ensuite on aura le troisième côté c par 
la proportion 

sin A : sin C :: a : c. 

On peut aussi déduire c directement de l'équation — ~ 

b‘-^-c‘ — a “ . bcosa / b‘ tût' A.\ 

= afrc donne — )■ 

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu’au 
moyen d’un angle auxiliaire M ou B, ce qui rentre dans 
la solution précédente. 

« 

TROISIEME CAS. 

lv. Etant donnés deux côtés a etbavec l’angle 
compris C , trouver les deux autres angles A et 
B et le troisième côté c. 

Connaissant l’angle G, on connaîtra la somme des 
deux autres angles A B = 200° — C et leur demi- 
somme^ (A-f- B) =ioo° — 7C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mômes angles par la pro- 
•xi.ni. portion * 

a-\-b\a — b :: tang~( A-f-B) ou cot^C : long- (A — B) 
où l’on suppose a> b et par conséquent A > B. 

Ayant trouvé la demi-différence 7 ( A — B), si on 
l’ajoute à la demi-somme 7 ( A -H B) , on aura le plus 
grand angle A ; si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon- 
ques, on a toujours 

A = 7 (A-f-B) 4-7 (A — B) 

B = i(A + B)~i(A-B). 
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Les angles A et B étant connus , pour avoir le troi- 
sième côté c, on fera la proportion 
sin A : sin C :: a : c. 

lvi. Il arrive souvent dans les calculs trigonométriques 
que deux côtés a et i sont connus par' leurs logarithmes; 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants , on cherchera seulement l’angle f par la 
proportion b : a :: R : tang ç. L’angle ç sera plus grand que 
5o° , puisqu’on suppose a>b; retranchant donc 5o° de <p , 
cm fera la proportion R : tang (ç — 5o° ) :: cot j- C : tang 
•j( A — R), d’ou l’on déterminera comme ci-dessus là valeur j 
de ÿ(A — B), et ensuj|p celles des deux angles A et B. 

Cette solution est fondée sur ce que tang (ç — 5o°):zz 

b.' tang a — R* tangW . itR 

> or tang a = et tant ber — R ; 

R‘ -{-tang^tang^o 0 b 

donc lang(f — 5o°) = 5 donca-f-^-" <*■ — ' b ;; R ; 

a-\-b 

tang (y — 5o°) :: cot 4 C : tang{ (A — B). 

Quant au troisième côté c , il peut se trouver directc- 
, . corC «’-f-ô* — c’ 

ment par l’équation = , qui donne < 

R 2 a b 

// labcos C\ 

y/ I a'+i‘ — - — j. Mais cette valeur n’est pas com- 

mode à calcider par logarithmes , à moins que les nombres 
qui représentent a, b, et cos C, ne soient très-simples. 

Il est à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sous ces deux formes : cz= 

\/ [(«— * h Y+^ ab *~~^=\/ 

ce qui se vérifié aisément au moyen des formules sin't C — 

T R‘ — jR cos C, cor’^Crr; R‘ -J--j R cos C. Ces valeurs 
seront particulièrement utiles, lorsque l’angle C étant très- 
petit, ainsi que a-r~b , on voudra calculer c avec beaucoup 
de précision. La derniere fait voir que c serait l’hypoténuse 

d'nn triangle rectangle formé sur les côtés (n-f-ô) — — — - 


Huit. cd. 
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et (a — b) — ^ — ; et c’est ce qu’on peut aussi trouver par 
une construction fort simple. 

fig. $. Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connaît les 
deux côtés CB=a , CA —b , et l’angle compris C. Du point 
C comme centre et du rayon CB égal au plus grand des deux 
eôlés donnés , décrivez une circonférence qui rencontre en 
D et E le côté CA prolongé , joignez BD, BE, et menez AF 
perpendiculaire à BD. L’angle DBE inscrit dans la demi- 
circonférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF , BE 
seront parallèles, et on aura la proportion BF : AE :: DF : 
• AD: ; cos D:R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF, AF : DA :: sin D:R. Suhstîfbant donc les valeurs 
DA=DC-f-CA=o-f-6, AE=CE— CA=a — b, D=iQ, 
on aura 


AF: 


(a-\~b) sin \ C 


BF: 


!(a — b) cos^C 


R 


Donc en effet le troisième côté AB du triangle proposé 
«st l’hypoténuse du triangle rectangle ABF, dont les côtés 
sin 7 C cos 7 C 

sont (a-f-ô) - — et ( a — b ) — — - — . Si dans ce môme 

R R 


triangle on cherche l'angle ABF opposé au côté AF , et 
qu’on en retranche l'angle CBD=7C, on aura l’angle B 
du triangle ABC. De-là on voit que la résolution du trian- 
gle ABC , dans lequel on connaît les deux côtés a et b et 
l’angle compris C , se réduit immédiatement à celle du 
triangle rectangle ABF, dans lequel on connaît les deux 

eôtés de l’angle droit , savoir : AF ~ ( a -J- b ) — et 

R 


cos — C . 

BF = (« — b) . Ainsi, par cette construction, on 

K 

pourrait se passer de la proposition du n° 47* 


QUATRIEME CAS. 

i.vrr. Etant donnés les trois côtés a, b,c, trou- 
ver les trois angles A , B , C. 

I.’angle A , opposé au «ôté a, se trouve par la for- 
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«iule toi A — R 1 


rectiligne 

i’- 4 -c 


3,1 

a ^ ». et on déterminera sem- 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré- 
soudre ce même cas par une formule plus commode 
pour le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R 1 — R tas A 

2 St/t T A ’ et < l u ’ on y substitue la valeur de 
eos A, on aura a si/i' \ A — R » a ' — b * — c 3 - f-a b c 

R\‘!j±Z± ==R . .(f+ft-0 (a-\ + c) _ 

a6c 2Ùc — • Donc 

sinïA=R\/((lL±±— c ) (a — b + c )\ 

v \ 4T7 ). Soit, pour 

t 1-. - 

^ 2t,a-_ i+e=2^-. a £,donc 

iwiA=R V / ^/> — ^) (/» — 

Formule qui donne aussi la proportion 

* c = (/>-*) (/>-c)::R\-^. iA 
et qui est facile à calculer par logarithmes Con 

dontTe d 'T*™* ^ ' A ’ ° n conn aîtra - A 
dont le double sera l’angle cherché A. On pourra 

IngL B"! O ^ raPP ° rt à ChSCUn dC9 de “ 

Il y a d’autres formules également propres à réson 
dre la question. Et d’abord la formule R- + R 

2 coy* -i A. donne cox* -i. À — n » ^ c *+*2 bc—a* 

fk ‘ 4*ï = 

7^ R» (* + c — «») Çé +C _j-^ . 

4 oc ^ c . Mais en 

.+*+,= v , „„ . 4+ „_„ = v _„ ; 


cor ï A = R j/ ^ 


a4. 
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Cèttc valeur étant ensuite combinée avec celle de sin 4 A 

donnera une autre formule , car ayant tan g 4 A=> ^ ' A , 

cos 4 A 

on en tire 

V p.p — a J 

Exemples de la résolution des triangles 
rectilignes. 

lvih. Exemple I. Supposons qu’on veuille avoir 
la hauteur d’un édifice AB , dont le pied est ac- 
cessible. 

üg. 7. Ayant mesuré sur le terrain , supposé à-peu-près 
de niveau, une base AD qui ne soit ni très-grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB, on placera 
en D le pied du cercle ou de l’instrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer l’angle BCE formé par 
la ligne horizontale CE parallèle à AD, et par le 
rayon visuel CB dirigé au sommet de l’édifice. Sup- 
posons qu’on ait trouvé AD ou CE = 67 . 84 métrés 
et l’angle BCE= 45 ° 64 '; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on 
connaît l’angle C , et le côté adjacent EC. Ainsi , 
d’après le cas iv, on fera la proportion R : umg^° 64 * 


:: 67 . 84 : BE. 

L. tang t,^’ 6 4' 9 .g 4 oîa 63 

L. 67 . 84 1 . 83 i 4858 

Somme — log R=z 1.7718121 


Ce logarithme répond à 59 . i 3 o, ainsi on a BE = 
59“. i 3 . Ajoutant à BE la hauteur de l’instrument 
CD ou AE que je suppose i m . 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB = 6o m . 9,5. 

Si dans le même triangle BEC on veut connaître 
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lTiypot«nuse BC, on fera la proportion cos 45° 64' 

: R :: 67.84 : BG 

L. R-f-L. 67.84 .... ir. 8314868 

L. cos 45 ' 64' 9.8772784 

Différence 1 . 9542074 — L. BC. 

Donc BC = 89 m . 993. 

IV. B. Si l'on ne voyait que le sommet B de l’édifice ou 
du lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur, on 
déterminerait la distance BC comme il sera dit dans 
l’exemple suivant : cette distance et l’angle connu BCE 
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE, dont le 
côté BE augmenté de la hauteur de l’instrument , sera la 
hauteur demandée. 

i « 

xix. Exemple II. Pour avoir sur le terrain la dis- g g . g. 
tance du point A , à un objet inaccessible B , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB. Supposons qu’on ait trouvé AD = 

588 01 . 45 , BAD = 1 1 5° 48 ' et BDA = 4o° 8 ' , on en 
conclura le troisième angle ABD = 44° 44' j et pour 
avoir AB , on fera la proportion sin ABD : s in ADB 
:: AD : AB. 

I,. A D 2.7697096 

L. sin ADB 9.7766322 

Somme 12.5463418 

L. sin ABD 9.80803 14 

L. A B 2. 7383 104 

Donc la distance cherchée AB=r547 m . 4 1 

Si , pour tin autre objet inaccessible C , on a 
trouvé les angles CAD = 39° 17', ADC = i3a° 83', 
on en conclura de même la distance AC= 1202“. 32. 

lx. Exemple III. Pour trouver la distance entre s,,, g. 
deux objets inaccessibles B et C , on déterminera AB 
et AC, comme dans l’exemple précédent, et on aura 
en même temps l’angle compris B AC = B AD — 
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DAC (i). Supposons qu’on ait trouvé AB=547 m . 4 1 * * * * 
AC=iao 2 m . 32, et l’angle BAC =y6° 3i'; pour 
avoir BG , il faudra résoudre le triangle BAC dans 
lequel on connaît deux, côtés , et l’angle compris. 
Or , d’après le troisième cas , on a la proportion 

AC + AB : AC — AB :: tang : tang B ■ C , ou 

B C 

1749.73 : 654.91 :: tang 6 i» 84 'i : tang — j — 

L. 654.91 2.8161816 

L. tang 61" 84' f io.i 65/|748 

Somme 12.9816564 

L. 1749-73 3.2429710 

B r 

L. tang — ...... 9.7386854 

si 


Donc = 3 1*90% 8 

a 

• j> « n 

Mais on a = 61° 84', 5 

a 

Donc B =r g 3 ” 75', 3 

et C = 39” g 3 \ 7 


Maintenant, pour avoir la distance BC, on fera la 
proportion sin B : sin A :: AC : BC, ou 

sin 93°75'. 3 : sin 7 6° 3 i' :: 1202™. 32 : BC 

L. 1202. 3a 3.0800200 

L. sia 76° 3i' ...... 9. 961)2099 

Somme 13.0492299 

L. sin 93“ 75', 3 9 • 9979 o5 7 

L. BC 3 . o5i3a4a 

Donc la distance cherchée BC = iia 5 m . 44 - 

1 


(1) Il pourrait arriver que les quatre points A , B, C , D , ne fussent 

pas dans un mcmn plan , alors l’angle BAC ue serait pins la différence 

entre B AD et DAC, et il faudrait avoir, pur une mesure directe , L» 

valeur de cal angle : n eela prés , l’opération serait la même. 
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i.xr. 'Exemple IV. Trois points A, B, C, étant Gg 9 
donnés sur la carte d’un pays , on propose de déter- 
minerla position du quatrième point M, d’où on aurait 
mesuré les angles AMD , AMC ; les quatre points 
étant supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB, capable de 
l’angle donné BMAj sur AC , décrivez pareillement un 
segment AMC capable de l’angle donné AMC; les 
deux arcs se couperont en A et M, et le point M sera 
le point requis. Car les points de l'arc AMDB sont les 
seuls d’où l’on puisse voir AB sous un angle égal à 
AMD ; ceux de l’arc AMC sont les seuls d’où l’on puisse 
voir AC sous un angle égal à AMC; donc le point M, 
intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d’où 
l’on puisse voir à la fois AB et AC sous les angles 
AMB, AMC. Il s’agit maintenant de calculer trigono- 
métriquement la position du point M, d’après cette 
construction. 

Soient les données AB=a5oo m , AC = 7000 ™, 

^ BC = gooo m , AMB = 3o° 80 ', AMC=iai° 4°'- 
Dans le triangle ABC , où l’on connaît les trois 
côtés, on déterminera l’angle BAC* par la formule • 1T „. . 

sin ■{• A = R ’ . ; d’où l’on tire a logsin-A— 

i9.9384483,%.sm j A=9.969224 i , 7 A=76°3i ' . 5;, 
et enfin A=i 52° 63'. Tirez le diamètre AD et joi- 
gnez DB ; dans le triangle BAD rectangle en B , 
on aura le côté BA = a5oo, et l’angle opposé BDA 
= BMA = 3o° 80 '; d’où résulte l’hypoténuse AD 

— ^nKV = 5374 ” . 6 . Tirant de même le diamètre 

AE et joignant CE, on aura un triangle rectangle 
ACE dans lequel on connaît le côté AC = 7000 , et 
l’angle adjacent CAEmAMC — ioo° = 2 i° 4 o'; d’où 
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l’on conclura AE=^ X ^,'= 74 i 5 i ». 

Maintenant si l'on tire MD et ME , les deux angles 
AMD, AME étant droits, la ligne DJtfE sera 
droite. Il reste donc à résoudre le triangle DAE dans 
lequel la ligne AM, dont il faut déterminer la gran- 
deur et la position, est perpendiculaire à DE. Or, 
dans ce triangle on a les côtés donnes AD = 53y4-f>i 
AE= 74 | 5 , et l’angle compris DAE=BAC + CAE 
— DAB=io4° 83'. De-là on conclura l’angle ADE= 
5(i° g3' ; et enfin par le triangle rectangle DAM on 
aura AM=4i8o œ . 83. Cette distance et l’angle BAM 
= ii 2 ° 27 ' déterminent entièrement la position du 
point M. 

Principes pour la résolution des triangles 
sphériques rectangles. 

• 

Lxn. Dans tout triangle sphérique rectangle, 
le rayon est au sinus de V hypoténuse , comme 
le sinus d'un des angles obliques est au sinus du 
côté opposé. 

«g. 10 . Soit ABC le triangle sphérique proposé , A son 
angle droit, B et C les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant pour- 
raient être droits l’un ou l’autre, ou tous les deux; je 
dis qu’on aura la proportion II : s in BC :: sin B : s in AC. 

Du centre O de la sphere, menez les rayons OA, 
OB, OC; prenez ensuite OF égal au rayon des tables, 
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA ; la 
ligne Fü sera perpendiculaire au plan OAB, puisque, 
par hypothèse , l’angle A est droit , et qu’ainsi les deux 
plans OAB, OAC sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire surOB, et joignez 
EF ; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB , 
et ainsi l’angle DEF mesurera l’inclinaison des deux 
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plans OBA , OBC , et sera égal à l’angle B du triangle 
ABC. Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D, 
on a R : sin DEF :: EF : DF ; or l’angle DEF = B , et 
puisque OF=R, on a EF =s/'// DOE=s/rt I3C , DF= 
sin AC. Donc 11 : sin B : : sin BC : sin AC , ou 

R : sin BC : : sin B : sin AC. 


Si on appelle a l’hypoténuse ou le côté opposé à l’angle 
droit A, b le côté opposé à l’angle B, c le côté opposé 
à l’angle C , on aura donc 

R : sin a :: sin B : sin b :: sin C : sin c , 
ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
triangle sphérique rectangle. 


lxiii. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d’un angle oblique , 
comme la tangente de l’hypoténuse est à la 
tangente du côté adjacent à cet angle. . 


Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- lo ‘ 
gle en A , je dis qu’on aura R : cos B : : tang BC : 
tang AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus, 
le triangle rectangle DEF donne la proportion 
R : cos DEF :: EF : ED. Or on a DEF = B, EF = 
sin BC, OE=cos BC , et dans le triangle OED 

i „ nr OE tang D O E 

rectangle en E, on a DL = — = 


cos BC tang A. B 
R 


donc R : cos B : : sin B C : 


«as B C tang A B 

_ 


R sin BC 


: tang AB, ou enfin 


cos B C 

R : cos B : : tang B C : tang A B. 

Si on fait comme ci-dessus BC=« et AB=c, 
on aura R : cos B : : tang a : tang c , ou cos B = 
R tang c tangc cot a 


tang a 


R 


Le môme principe appli- *• 
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que à l’angle C , donnera cos C 

tnng b col a 
_ 

i,xiv. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d’un côté de l’angle 
droit , comme le cosinus de l’autre côté est au 
cosinus de l’hypoténuse. 

«s io. Soit ABC le triangle proposé rectangle en A, je 
dis qu’on aura R : cos AB :: cos AC : cos BC. 

Car la construction» étant la même que dans les 

deux propositions précédentes , le triangle ODF 

rectangle en D, où l’on a l’hypoténuse OF=R, 

donnera OD = cos DOF = cos AC; ensuite le 

triangle ODE rectangle en E , donnera OE = 

OD co.t DOE co.t AC co.i AB . , 

s = — . Mais dans le tnan- 

A II 

I 

gle rectangle OEF , on a OE = cos B C ; donc 
r, „ coi AC eoi AB 

ros B(i = g — , ou , ce qui revient au 

même, 

R : cos AC :: cos AB : cos BC. 

Ce troisième principe s’exprime par l'équation 
R cos a = cos b cos c , et n’est pas susceptible d'en 
fournir une seconde , comme les deux précédents , 
parce que la permutation faite entre b et c n’apporte 
aucun changement à l’équation. 

lxv. Au moyen de ces trois principes généraux, 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour ta 
résolution des triangles sphériqnes rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement , chacun par une construction particulière : 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d’analyse , ainsi qu’on va le faire. 

r . • . „ R tin b „ R tan" b 

■v Les équations sin B = — : , coi L = 

* un a long ri 


R tang b 
tang a 


Digitized by Google 




SPHÉRIQUE. 3j9 

„ , . . cos C tang b sin a 

donnent par leur division - . --- = — : — r- . = 

* un B sin b tang a 

cos a . . . . ... cos c _ 

= ( suivant le troisième principe ) ■■■ — - . Un 

a donc ce quatrième principe 

sin B cos C : : R : cos c , 

duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
sin C : cos B : : R : cos b. 


Le premier et le second principe donnent 
cos 


. _ R sin b 

sin B = - 


sin B 


OH 


B = R c ; de là on déduit 
un a ' tanga 

tang B sin b tang a R sin b 

sin a tang c cos a tang c 


cos B R 

(en vertu du troisième principe) 
tang b 


R ’ sin b 


cos b cos c lange 

. Donc on a pour cinquième principe l’équa- 


. „ R tang b „ , 

tion tang B = — . ou 1 analogie 


R : tang B :: sin c : tang b ; 
d’où résulte aussi par la permutation des lettres : 

R : tang C :: sin b : tang c. • 

Enfin ces deux formules donnent tang B tang C = 
R’ tang b tang c. R* 
sin b sin c cos b cos c 

R* 

sieme principe) Donc R 1 = cos a tangÜ tang C, 


= ( en vertu du troi- 


®u cot B cot C =s R cos a ; ou 

tang B : cot C :: R : cos a. 

C’est le sixième et dernier principe : il n’est pas 
susceptible de fournir une autre équation , parce que 
la permutation entre C et B n’y produit aucun chan- 
gement. 
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Voici la récapitulation de ces six principes dont 
quatre donnent chacun deux équations : 


I. 

R 

sin 

b 5 = 

sin a 

sin B , 

R sin c 

sin 

a sin C. 

II. 

R 

tan g b = 

tang a 

cos C , 

R tang c — 

tanga cos B 

III. 

R 

COS 

a z=. 

cos b 

cos c. 




IV. 

R 

cos 

B = 

sin C 

cos b , 

R cos C = 

sin 

B cos c 

V. 

R 

ta/fg 

b = 

sin c tang B , 

R lange = 

sin 

b tang C 

VI. 

R 

cos 

a ~ 

cot B 

col C. 





Il en résulte dix équations contenant tontes les rela- 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq éléments 
B, C, a, b, c; de sorte que deux de ces quantités 
étant connues avec l'angle droit, on connaîtra immé- 
diatement la troisième par son sinus, son cosinus, 
sa tangente ou sa cotangente. 

lxvi. Il est à remarquer que lorsqu’un élément 
sera déterminé par son sinus seulement , il y aura 
deux valeurs de cet élément, et par conséquent deux 
triangles qui satisferont à la question. Car le même 
sinus qui convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
à son supplément. Il n’en est pas de même lorsque 
l’élément inconnu sera déterminé par son cosinus, sa 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider, 
par le signe de cette valeur , si l’élément dont il 
s’agit est plus grand ou plus petit que ioo°; l’élément 
sera plus petit que ioo°, si son cosinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe ; il sera plus grand que 
ioo" , si l’une de ces lignes a le signe — . On pourrait 
aussi établir sur ce sujet des préceptes généraux qui 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de l’équation R cos a = 
cos b cos c , que les trois côtés d'un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindres que i oo° , ou que des 
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trois côtés deux sont plus grands que ioo°, et le troi- 
sième moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
rendre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a -, 
comme cette équation l’exige. 

De même l’équation R tang C — sin b tarig c , où 
sin b est toujours positif, prouve que tang C a tou- 
jours le même signe que tang c. Donc dans tout 
triangle sphérique rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé , sont toujours de la même 
espece; c’est-à-dire , sont tous deux plus grands ou 
tous deux plus petits que ioo°. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 


Ï.XVH. Un triangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de ioo° ; il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op- 
posés sont tous deux de ioo" , et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l’un et l’autre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
ne peuvent, comme on voit, donner lieu à aucun pro- 
blème; on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
culiers , pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. 

Soit A l’angle droit, B et C les deux autres angles 
que nous appelerons angles obliques , soit a l’hypoté- 
nuse opposée à l’angle A , b et c les côtés opposés aux 
angles B et C. Etant données deux des cinq quantités 
B,C,a,ô,c,la résolution du triangle se réduira 
toujours à l’un des six cas suivants. 

i 

PREMIER CAS. 


l xvm. Etant donnés V hypoténuse a et un 
côté b , on trouvera les deux angles B et C et 
le troisième côté c par les équations 


.. R sin b _ tang b cot a • R cos a 

sin B = — . — , cos L = — , cos c = -- 

sut a R 


cos b 


\ 


/ 
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L’angle C ne peut laisser aucune incertitude , non plus 
que le côté c; quant à l’angle B, il doit être de même 
espece que le côté donné b. 

DEUXIEME CAS. 


lxix. Etant donnés les deux côtés de V angle 
droit b et c , on trouvera l'hypoténuse a et les 
les angles B et C par les équations 


cos b cos c 
' R 


_ R tarte b 

, tang B = — , tangC 

sin c 


R tang c 
sin b 


Il n’y a dans ce cas aucune ambiguité. 


TROISIEME CAS. 


i.xx. Etant donnés l’hypoténuse a et un angle 
B , on aura les deux côtés b et c et Vautre angle 
C par les équations 

sin a sin B tanga cos B cos a tang B 

stnb— ^ ,tangc=z ,cofC= 

Les éléments c et C sont déterminés sans ambiguité 
par ces formules ; quant au côté b , il sera de même 
espece que l’angle B. 

QUATRIEME CAS. 


exxi. Etant donné le côté de l'angle droit b 
avec l'angle opposé B, on trouvera a , cetC par 
les formules 


R sin b 


tang b cot B 


sin C = 


R cos B 


sin B ’ R ’ cos b 

Dans ce cas, les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus, ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
m. gle ABC et le triangle AB'C sont tous deux rectan- 
gles en A, ont tous deux le même côté AC — b et le 
même angle opposé B = B\ Au reste, les valeurs 
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doubles doivent se combiner de maniéré que c et 
C soient de la même espece; ensuite l’espece de c et 
b détermine celle de a par l’inspection de la formule 
cos b cos c— R cos a, mais la valeur de a se déter- 

. ,, , R sin b 

minera directement par 1 équation sut a — - « 


CINQUIEME CAS. 

Lxxtr. Etant donné un côté de l'angle droit b 

avec l’angle adjacent C , on trouvera les trois 

autres éléments a , c , B , par les formules 

cot b cos C sin b tangC cos b sin C 

tôt a— ^ , tangc — — — — - ,<reB= 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 
l’espece des éléments inconnus. 


SIXIEME CAS. 


xjcxiii. Etant donnés les angles obliques B et 
C , on trouvera les trois côtés a , b , c , par les 
formules 


cot B cot C 


, cos b : 


R roc R 


■ , co s c : 


R cos C 


R ’ sin C ’ sin R 

Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 


RE MA RQ UE. 

xxxiv. Le triangle sphérique dont A , B , C , sont 
les angles, et a, b, c les côtés opposés , répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles, sont sup- 
pléments des côtés a , b , c, et les côtés suppléments 
des angles A , B , C ; de sorte que si on appelle 
A', B', C', les angles du triangle polaire, et a', b’, c' , 
les côtés opposés à ces angles , on aura 

A'= 2oo 0 — a , B'= aoo° — b, C'— 200° — c 
a' = 2oo° — A, b' = 200 0 — B , c' = 200° — U. 
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Cela posé, si un triangle sphérique a un côté a égal 
au quadrant , il est visible que l’angle correspondant 
A' du triangle polaire sera droit, et qu’ainsi ce trian- 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu’on doit 
avoir, outre le côté de ioo° , pour résoudre le triangle 
proposé, serviront à trouver la solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
sphériques qui ont un côté de ioo°. 

Un triangle isoscele se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
résolution des triangles sphériques isosceles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles. 

£5- «*• Soit ABC un triangle sphérique, tel que les deux 
côtés AB, BC soient suppléments l’un de l’autre; si 
on prolonge les côtés AB , AC jusqu’à leur rencontre 
en D, il est clair que BC et BD seront égaux comme 
étant suppléments d’un même côté AB ; d’ailleurs il 
est visible que les parties du triangle BCD étant con- 
nues, on connaît celles du triangle ABC qui est le 
reste du fuseau AD , et vice versa. Donc la résolution 
du triangle ABC , dans lequel deux côtés font en- 
semble 200°, se réduit à celle du triangle isoscele 
BCD , ou à celle du triangle rectangle BDE qui est la 
moitié de CB U. 

Lorsque les deux côtés AB, BC, sont suppléments 
l’un de l’autre, il faut que les angles opposés A CB , 
BAC, soieVit aussi suppléments l’un de l’autre; car 
BCD est supplément de BCA ; or BCD=D=A. Donc 
on ne peut avoir a -f- c = 200 0 , sans avoir en même 
temps A-f- C=200°, ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , i q celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant; a° celle 
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des triangles sphériques isosceles ; 3° celle des trian- 
gles sphériques , dans lesquels la somme de deux côtés 
est de 200°, ainsi que celle des deux angles opposés. 

"Principes pour la résolution des triangles 
sphériques en général. 

lxxv . Dans tout triangle sphérique les sinus 
des angles sont comme les sinus des côtés opposés. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque, je dis fi s 
qu’on aura sin B : s in C :: si/i AC : sin AB. 

Du sommet A abaissez l’arc AD perpendiculaire 
sur le côté opposé BC , les triangles rectangles ABD , 
ACD donneront les proportions 

sin B : Il :: sin AD : sin AB 
R : sin C :: sin AC : sin AD. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs, on aura 

sin B : pn C :: sin AC : sin AB. 

Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
dans l’une desquelles sin C désignerait sin ACD; 
mais comme l’angle ACD et l'angle AC B sont sup- 
pléments l’un de l’autre, leurs sinus sont égaux;" 
ainsi on aurait toujours . sin B : sin C :: sin AC ; sin 
AB. 

Soient a, b, c, les côtés opposés aux angles A, B, C, 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin A : sin a :: sin B ; sin b :: sin C ; sin c ; ce qui 
donne la double équation 


3S6 TRIGONOMÉTRIE 

lxxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinus 
d’un angle est égal au quarré du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé, moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adja- 
cents, le tout divisé par le produit des sint'ti de 
ces memes côtés : c’est-à-dire , qu’on a pour l’an- 

7 „ 7 „ R’corc — R cos a cos b 

g/e C, par exemple, cos C = ; — ■ 

v 1 stn a stn b 

On aurait semblablemeht pour les deux autres 

, . R’ro.»a — R cos b cos c 

angles, cos A = - 


R’ cas b — R cos a cos c 


sin b sin c 


: , et cos B = 


sin a sin c 


fi 6 ,5 - Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BC = a, AC = b, AB = c. Du point O, centre de 
la sphere, tirez les droites indéfinies OA, OB, OC; 
prenez OD à volonté, et par le point D, menez DE 
dans le plan OC A et DF dans le plan OCB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, Ic^ueiles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB , prolongés ; enfin 
joignez EF. 

I/angle D du triangle EDF est par construction 
l’angle que font entre eux les plans OC A, OCB, 
ainsi l’angle EDF est égal à l’angle C du triangle 
sphérique ACB : or dans les triangles DEF, OEF, 
* xi.», on a * 

cos EDF DE + DF— EF* 

lt — aDE.ÜF 

cos EOF ÔE+ÔF— ËF 


R 


aOE.OF 


Prenant dans la seconde la valeur de EF et la 
substituant dans la première on aura 


* SPHLRIQUE. 

cos EDF de’ 4- DF— OE — Ô~FH- aOE . OF 


38 ^ 

cos KO K 


R 


K a DE. DF 

Oi OE DE = OD et 01 — I)F = OÜ, on a donc 

cos FF>F — OE-ÔF-cwEOF— QD.R 
DE. DF 

# 

Il ne s'agit plus que de substituer dans cette équation 
Hes valeurs relatives au triangle sphérique : or on a 


EDF 

= c, 

EOF — Ali — c 

OE 

R 




■’ DE 

sin DüE 

R 

OF 

R R 

OD 

cos DOE 

sia b ’ 

DF 

sin D 0 F sin a 

’ DE — 

sin DOE 

cos b 

OD 

cos DOF cos a 

Donc 


sia b ’ 

DF ~ 

sm DOF sia a 



cos C = 


R ■ cos c — R cos a cos b 


sia u s in b 

Ce principe , qui , étant appliqué sucœssivement 
aux trois angles, fournit trois équations , luftit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : il a , par rapport aux triangles 
sphériques, la même généralité que le principe de 
l’art, xlv, par rapport aux triangles plans. En effet, 
puisqu on a toujours trois éléments donnés par le 
moyen desquels il faut déterminer les trois autres 
il est clair que ce principe donne les équations né- 
cessaires pour résoudre le problème; équations qu'il 
appartient à l’analyse de développer ultérieurement, 
pour en tirer , suivant les différents cas , les formules 
les plus simples et les mieux adaptées au calcul loga- 
rithmique. 

lxxvii. Puisque le principe dont nous’ parlons est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatifs aux triangles sphériques , et notam- 
ment le principe du n" i.xxv. Ç’est ce qu'il est facile 
de vérifier. 

s». 
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En effet l'équation cor C = 
donne II* — cos' C ou 5///’ C = 


R ’ cos c — R cos a cos b 


m 

p?; 

I3r; 


flf 


sut a si/i b 

H'sin ‘a si/i' b— R ‘cos'a cor 1 -f- 2 R 1 co* a cos b cos c— K 1 cas ‘ c 
sin'a si/i ‘b 

Or 5 /Vi * <2 .tirt* i ( R* — cas*, a) (R* — cos ’ £>) = 

R* — R* cos‘ a — R* cos' b -f- cos' a cos * b. Donc en 

substituant et extrayant la racine, on aura 

R 1 

sùiC=~ v'CR^R’cor’a— R’cor’i-R’coj’rH-aRcwaeoj-Acorc). 

un a tin b 

Soit pour abréger Z=\Z(R' — R’ cos‘ a — R’cos’i 
— R* cos' c + 2 II cos a cos b cos c) , on aura donc 




si/l C =-r 


RZ 


ou 


sin C si/t a sin b sin e 


si/l a sin b’ sinfc R Z 

Les valeurs de cos A et de cos B donneraient sem- 

, , , . sin A • R Z sin B 

blablement — . — = — : — ; — : — . — — r = 

0 su 1 a sin a sin b. sut c sin b 

R Z 

-r- — — ~ ; car la quantité Z ne change pas, 
sin a sm b sin c * 0 1 

lorsqu’on fait la permutation entre deux des quan- 

. , , . sin A sin B sin C 

tites a, b , c ; donc on a — ; — = . - T = — , 

’ sut a sut b sine 

qui est le principe du n° lxxv. 


ce 


Lxxvni. Les valeurs que nous venons de trouver 
pour cos C et sin C, peuveîit servir à trouver les 
angles d’un triangle sphérique dont on connaît les 
trois côtés ; mais il existe d’autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique.' 

En effet, si dans la formule R’ — R cos C = 
a sin' jC , on substitue la valeur de cos C, on aura 

a sin C cos C cos a cos b-\-sin a sin b — R cos c 


R * R s 1/1 a si/i b 

Le numérateur de cette expression se réduit à 
R cos ( a — b) — R cos c ; or, d’après la formule 


' -‘S 
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Il cos q — R cos p=y. sùi- (p-h q ) /»»£ ( p — q * , on *ixrm. 

trouve R cos {a— b) — R cosc = 2 sin\ (c — b-\-a ) 

siri\ (c — a-\-b) \ donc 

r c-\-b — a\ / c-\-a — b\ 

— 


sin' £ C 
"“R’ _î 




A . A + o — b\ 

-jr^—rr) 


ou sin 


ini C = R 1/ ^ S “ 

* r 


sin a sin b 
c-\-b — a . c-4-rt- 


'{ 


sin a sin b ' 

11 est évident qu’on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin £ A et sin ÿ B , par le moyen des 
trois côtés a, b , c. 

Lxxrx. Le problème général de la trigonométrie 
sphérique consiste , comme nous l’avons déjà dit , 
a déterminer trois des six quantités A , B , C , 
a, b, c, par le moyen des trois autres. Il est né- 
cessaire, pour cet objet, d’avoir des équations entre 
quatre de ces quantités, prises de toutes les maniérés 
possibles ; or , six quantités combinées quatre à 

6 5 

quatre ou deux à deux, donnent — ou x5 combi- 
naisons, ainsi il y aura quinze équations à former; 
mais si on ne considéré que les combinaisons essen- 
tiellement différentes, ces quinze équations se rédui- 
sent à quatre. 

En effet, on a, i° la combinaison abc A, qui 
comprend, par la permutation des lettres, abc A* 
O b c B , abc C ; 

2 ° La combinaison a b AB, d’où résultent ai A B, 
AcBG, ac AC; 

3 U La combinaison a b AC, qui comprend les six 
ab AC, «ABC, acAB, «cBC, Z»cAB, AcAC ; 

4° Enfin, la combinaison «ABC, qut comprend 
les trois aABC, AABC, cABC. 

La totalité des combinaisons est qùinze, mais on 
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voit qu’il u’y en a réellement que quatre différentes. 

T , , . R ' roi a — R cos h cos c 

xxxx. L «quation cos A = r —: — : — , 

* un b si/i c 

représente déjà la première combinaison abc A et 

celles qui en dépendent. 

Pour former l’équation qui répond à la combi- 
naison ai A B, il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les valeurs de cos A et cos B; mais l’éli- 
mination a déjà été faite (i.xxvh), et le résultat est 
sin A sin B 


La troisième combinaison se forme de la relation 
entre a, b, A, C; pour cela aÿant les deux équa- 
tions 

cos A sin b sin c = R* cos a — R cos b cos c, 
cos C sin b sin a — R ’ cos c — R cos b cos a , 

on en éliminera d’abord eos c, ce qui donnera R cos A 

sin c cos C sin a cos i> = R cos a sin b : mettant 

. . ii - » i • iw o sin C 

ensuite dans celle-ci la valeur sine — : — ; — *on 

sut A 

aura pour la troisième combinaison 

col A sin C cos C cos b = col a sin b. 

lin fin , pour avoir la relation entre A, B, C, a, 

j’observe que dans l’équation précédente le terme 

.. n sin b « stn lt . 

col a sin. b =z R cos a . — ; — = R cos a — — T : donc, 
sut a sut A 

en multipliant cette équation par sin A, on aura 
U cos A sin C = R cos a sin B — sin A cos C cos b. 

Si dans cette équation on permute entre elles les let- 
tres A et B, ainsi que a et b , on aura 

R cos B sf/i C = R cos b sin A — sin B cos C cos a. 
F.t de ces deux-ci on tire, en chassant cos b, 

R 1 cos A soi C -f- R cos B sin C coj C =: cos a sin B sin ‘ C . 



' 

. .(* I 


-A 
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Donc enfin 


cos az 


R * cos A R cos B cos C 
si/i B sin C 


C’est la relation cherchée entre A, B, C, a, ou la 
quatrième des équations nécessaires pour la résolu- 
tion des triangles sphériques. 


i.xxxi. Cette demiere équation entre A, B, C, a, 
offre une analogie frappante avec la première entre 
a, b, c, A : et on peut rendre raison de cette ana- 
logie par la propriété des triangles polaires ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle donc 
les angles sont A, B, C, et les côtés opposés a, b , c, 
répond toujours à un triangle polaire, dont les côtés 
sont aoo° — A, 200° — B, aoo° — C, et les angles 
opposés 200® — a, aoo° — b, aoo° — c. Or le prin- 
cipe de l’article i.xxvi étant appliqué a ce dernier 
triangle , il en résulte 


R ’ cor (aoo°— A V-Rcor(aoo°—B)cor(aoo°—C') 
, (2 °° rùT( âo(> 0 — ~ B) si/i (aoo°— C) • 


ce qui se réduit à 


cos a 


__ R’ cor A + R cos B car C 


sin B sin C 

ainsi que nous l’avons trouvé par une autre voie. 

Cette formule résout immédiatement le cas où 
l’on veut déterminer un côté par le moyen de trois 
angles ; mais , pour avoir une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithmique, on substituera 

la valeur de cos a dans l'équation 1 
a sin* ~a 


K 


• , ce qui donnera 


R' 7 ” 1 R' 

sinïï sinC—cos B cor C— R cor A — R cor (B C) -R cor A 


a sin ISsinC a sin B sin C 

Et parce qu’on a en général * R cos p -1- R cos q = 
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2 cos \ [^ p ~f~ *7 ) cos ^{p — f ])i cefle équation se 
réduit à 

sût’ ^ a — cos 4 ( A B -f-' C ) «w f ( B -}- C — A) 

K* sin B sin C ’ 

où il faut observer que le second membre , quoi- 
que sous une forme négative , est néanmoins tou- 
jours positif. Car on a en général sin (x — ioo°) = 
sin x cos i oo° — ro.r x sin î oo° 


TL 


— — cos x; donc 
-4- R -f- C 


— cos{ (A- 4 - B-f- C) =sin Ç — - — ^ — 100“^ 

quantité qui est toujours positive , parce que A -f- B 
-f-C étant toujours compris entre 200 0 etfioo 0 , l'an- 
gle f (A -f- B -f- C) — ioo° est compris entre zéro et 
200°; d'ailleurs cos ± (B -f- C — A) est toujours po- 
sitif, parce que B + C — A ne peut pas surpasser 
:>.oo° ; en elfet dans le triangle polaire le côté aoo° 

— A est plus petit que la somme des deux autres 
:»oo° — B, aoo° — C; donc on a 200 0 — A< 4 oo° — B 

— C, op B-f-C — A < 200°. 

Étant ainsi assuré que le résultat sera toujours 
■positif, on aura, pour déterminer un côté par le 
moyen des angles, la formule 

/ A -f - B 4 - C B -{■■ C — A \ 

y I COS COS f 

SM ; a = R y/ v a a '• 

( sin B sin C 7 

1.XXX11. Il faut faire voir «maintenant comment, de 
ces formules générales, ou peut déduire celles qui 
concernent les triangles sphériques rectangles. Pour 
cet effet, on fera A = ioo°, tant dans les quatre 
formules principales que dans celles qui en dérivent 
par la permutation des lettres. Et d’abord l’équation 
cos A sin b sin c=z R* cos a — B cos b cos c, donnera 
par cette substitution 

R cos a — cos b cos c. (i) 

Les dérivées de l’équation générale ne contiennent 




V 
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point A, et ainsi ne donnent aucune relation nou- 
velle dans le cas de A — ioo°. 

L’équation = donne dans le cas de 

1 sut a .un b 

A = i oo° , 

R si/i B , , 

sin a sin b ' ' 

Et la dérivée donnerait également 

stn n sin c ' 

— — Stn -- ; mais celle-ci est elle-même une dérivée 
sin a stn c 

de l’équation (2). 

L’équation cot A sin C-f- cos C cos bz=cot a sin b , 
donne dans le cas de A= too°, cos C cos b=cot a 
sin b, ou 

cos C tang a — R rang b. (3) 

La dérivée cot C sin A -J- cos A cos b = cot c sin b, 
donne dans le même cas, R cot C=cot c sin b , ou 
R tang c = sin b tang C. (4) • 

Enfin la quatrième équation principale’ sin B sin C 
cos a = R’ cos A -4- R cos B cos C , et sa dérivée sin A 
sin C cos b = R’ cos B + R cos A cos C , donnent dans 
le cas de A = ioo", sin B sin C cos e=Rcos B cos C 
et sin C cos b— R cos B, ou 

cot B cot C = R cos a. , (5) 

sin C cos b = R cos B. (6) 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 

i.xxxui. Nous terminerons ces principes par la 
démonstration des Anaiogies de Néper, qui servent 
à simplifier plusieurs cas de la résolution des triangles 
sphériques. 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cos C 

exprimées en a, b , c, nous avons déjà obtenu 

l’équation * * * 

R cos A sin c = R cos a sin b — cos C sin a cos b. 

» 
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Celle-ci <)pnne par une simple permutation : 

R cos B sin c = R cos b s in a — cos C s in b cos a. 

Donc en ajoutant ces deux équations, et réduisant, 
on aura 


sin c (cos A -+• coj B) = ( R — cos C) sin ( a + b ) . 
Mais—:- sin b 


puisque 


sin C sin A sin B 


— on a 


sin c ( sin A + jw B) = j//i C ( sin a-y-sinb ) 
et sin c ( sin A — sia B)=sin C (sin a — sin b). 

Divisant successivement ces deux équations par la 
précédente, on aura 


sin A -f- sin B sin C sin a-\- sut b 

cw A + catB R — cos C * 

sin A — sin B sin C sut a — sin b 

cos K -y- cos B R — cotC" sin(a-\-b) 


Et en réduisant celles-ci par les formules des arti- 
cles xxix et xxx , il viendra * 


Wnÿj(A + B) = co/iC. 
tang~ (A — B) = cot{ C. 


for;(q — b) 
caci(o-t-A) 
sinj(a — b) 

«'«{(«H -b)' 


Donc étant donnés les deux côtés a et A avec l’angle 
compris C, on trouvera les deux autres angles A et B 
par les analogies, 

coi^ (a-f- b):cos^(a — b) :: cot^C:tang{(A -f- B) 
s/'/ij (a + b) :sin j (a — b ) :: cot~C:tang\ (A — B). 

Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
laire du triangle ABC, il faudra mettre aoo° — A, 
aoo — B, aoo° — a, aoo° — b, aoo° — c, à la place 
de a, b, A, B, C, respectivement, et on aura pour 
résultat ces deux analogies 
cos ;(A + B) : cos 7 ( A — B) : : tang 7 c : long 7 (a + b) 
sin 7 (A + B) : sin '- (A — B) : : long 7 c : lang ' (a — b) , 
au moyen desquelles, étant donnés un côté c et les 
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deux angles adjacents A et B , ou pourra trouver les 
fieux autres côtés a et b. Ces quatre proportions sont 
connues sous le nom à' Analogies de Néper. 

Résolution des triangles sphériques en 
général. 

La résolution des triangles sphériques comprend 
six cas généraux , que nous allons développer suc- 
cessivement. 


PREMIER CAS. 


i.xxxiv. Étant donnés les trois côtés a, b, c, 
on trouvera un angle quelconque, par exemple , 
l’angle A opposé au côté a , par la formule : 



DEUXIEME CAS. 

lxxxv. Étant donnés deux côtés a et b avec 
l'angle A opposé à l’un de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et C. 

i° L’angle B se trouvera par l’équation sin B = 
sin A sin b 
sin a 

2 ° Pour avoir l’angle C il faut résoudre l’équation 
cot A sin C -4- cos C cos b = cot a sin b. 

Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire <? de ma- 

, , . cos b tans A . 

niere qu on ait long <p =— — — , ou cot A = 

— : cette valeur de cot A étant substituée dans 

sin 9 

l'équation à résoudre , donne ( coi ? s ' a C + 
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sin 9 cos C = cot a s in b, d’où l’on tire 

tang b sin 9 


sin (C + 9) : 


long a 


Par cet artifice, on voit que les deux termes inconnus 
dans l’équation proposée se réduisent à un seul, d’où 
il est facile de tirer l’angle C. 

3° Le coté c se trouvera par l’équation 
sin a sin C 


sin c: 


sin A 


On peut aussi le déterminer directement par la ré- 
solution de l’équation : 

U cos b cos c -f- cos A sin b sin c= R’ cos a. 

_ „ ... R cos b sin 9 

Pour cet effet, soit cos A sin b= - , ou 

’ cos 9 


rang 9 

cos b 
cos 9 


cos A tang b 


R 


on aura 


(cos c cos 9 -f- sin c sin 9) = R cos a. Donc, en 

cherchant d’aliord l'auxiliaire 9 par l’équation tang 9 

cos A tang b ... „ , . 

j — — , 011 aura le cote c par 1 équation 

cos a cos 9 


( v I 

c — 9) = 


cos b 


Ce second cas peut avoir deux solutions, ainsi que 
le cas analogue des triangles rectilignes. 

TROISIEME CAS. 

î.txx vi. Étant donnés deux cotés a et b avec 
r angle compris C, trouver les deux autres angles 
A et B et le troisième côté c. 

i° Les angles A et B se trouvent par ces deux 
équations 


cot A = 


cot a stn b — cos C cos b 


sin C 


cot B 
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cot b sir i (i — cos 0 cos a 
sin C 
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dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme, au moyen d’un auxiliaire; 
mais il est plus simple, dans ce cas, de se servir des 
analogies de Néper, qui donnent 

* A — B . ir , sin^a — b) 

tan S — YT = C0C ' L - smJCâTb) 

A-^B cos\{a — b ) 

Mg — — = COt » L * «•»*(« + *)' 

a 0 Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
culer le troisième côté c par l’équation sin c = 
sin C 


sin a. 


sin A 


; mais pour déterminer c directement, on 


a l’équation 

R’ cos c = sin a sin b cos C + R cos a cos b. 

Soit pris l’auxiliaire <?, de maniéré qu’on ait sin b 

cos C tang b 

cos C = cos b tang 9 , ou tang 9 = R •> 

aura 


on 


cos b , _ , 

cos c — s cos (a — <?)• 

CO S 9 

» V v > ‘ 
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quathiemb cas. 

a/- , 

lxxxvii. Étant donnés deux angles A et B 
avec le côté adjacent c , trouver les deux autres 
côtés a et b , et le troisième angle C. 

i° Les deux côtés a et b sont donnés par les for- 
mules 

cot a = 


cot A sin B -f- cos B cos c. 


cot b =3 


sin c 

cot B sin A -f- cos A cos c 
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trigonométrie. 

m:iis on peut les calculer plus facilement par les 

analogies de Néper, savoir: 

. A-+-B . A— B , 

s,n : sut ; : rang ± c : rang 


cos 


:cos 


a 

A — B a -\-b 

— r — :: rangée: rang 


2° Connaissant a et b , on trouvera C par l'équa- 
. _ sim sin A , 

tion sut \j _ — Jrîï~â — ’ >na>s on peut aussi trouver 

C directement par l’équation 

R‘ cos C = cos c sin A sin B — R cos A cos B. 

Soit pris l’auxiliaire 9, de maniéré qu’on ait 

• rot. c long B 

cos c sm 13 =cos B cot 9, ou cor ç = _£_ > 


on aura 

' c-* 


n „ stn (A — 9) 

co s C = cos B . — > . ■ . 

.un 9 

$ 1 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 


CINQUIEME CAS. 

lxxxvjii. Étant donnés deux angles A et B 
avec le côté a opposé à l'un de ces angles , trou- 
ver les deux autres côtés h, c, et le troisième 
angle C. 

i° Le côté b se trouvera par l’équation sût b = 


Un a 


sin B 


sin K' 

a" Le côté c dépend de l'équation 

cor a sin c — cos B cos c =z cot A sin B. 

cos B tanga 


R 


011 


COS © 

Soit cot a = cos B : 1 ou rang O : 
stn 9 9 T 

cos B , . . . _ * . . 

aura ■ . ( sin c cos 9 — cos c sin 9) = cot A sm JJ : 


sin 9 


donc 


' 

i 


>gle 


I 


<1 
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stn (c — <?) = 


long A 


3° L’angle C se trouvera par la résolution île 
l’équation 

cos a stn B stn C — R cos B cos C = R * cos A . 


„ , „ , _ R rof B cos 9 

Sou pour cet eflet cos a stn B = , ou 


'sût Ç 


cas a tans B cos B . , ,, _ 

cot 9 = — 2 — , on aura — — - ( sm C cos 9 — 

* H ’ 7 fin O ' • 


R ’ sût 9 

cos C stn 9) — R cos A ; donc 

êos A sut 9 


stn ( C — 9 ) 


cos B 


Ce cinquième cas est, comme le second, susceptible 
de deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
analogue des triangles rectilignes. 


SIXIEME CAS. 


lxxxix. Etant donnés les trots angles A ,1! , 
C, on trouvera un côté quelconque , par exem- 
ple , le côté opposé à l’angle A , par la formule 


sin J„=R ✓ 

\ sm fS stn (i. J 


On peut remarquer que de ces six cas généraux 
les trois déVniers pourraient se déduire des trois pre- 
miers, par la propriété des triangles polaires : de 
sorte qu’à proprement parler, il n’y a que trois cas 
différents dans la résolution générale des triangles 
sphériques. Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles; le troisième 
se résout d’une maniéré presque aussi simple, au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second, 
il exige deux analogies ; et d'ailleurs, il admet quel- 
quefois deux solutions, tandis que le premier et le 
troisième n’en admettent jamais qu’une. 


dLzK'f,: 


» 
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xc. Pour distinguer dans le second cas si , pour «les 
valeurs particulières données de A, a, b, il y a deux 
riangles qui satisfont à la question ou seulement un; 

d'abord l’angle A<ioo°, et soient pro- 
deux côtés AC, AB jusqu’à ce qu’ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l’arc AC 
oo“ et qu’on abaisse CD perpendiculaire sur AB, 
côtés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront 
plus petits que ioo°, la ligne CD sera la 
plus courte du point C à l’arc AB, et en 
prenant DB'= DB, les obliques CB', CB seront égales 
et d’autant plus longues qu’elles s’écarteront plus de 
la perpendiculaire. Soit AC = b, CB = a, on voit 
donc qu’un triangle dans lequel on a A < ioo°, b< 
ioo°, et a< b, a nécessairement deux solutions ACB , 
ACB'j mais si, en supposant toujours A et b plus 
petits que ioo°, on a a> b , alors le point B' passerait 
au-delà du point A , et il n’y aurait qu’une solution 
représentée par ABC. Soit ensuite AC' > ioo", si on 
abaisse la perpendiculaire C'D' sur AB A', on aura de 
mêmeC'D' < A'C', et l’arcC 'B'" mené entre D' et A', 
sera >C'D'et <C'A'; donc si on fait AC' = b, C'B’ 
= C'B'"=o, on voit que la supposition A< ioo° et 
ô>ioo° donnera deux solutions si o + i< 200°, et 
n’en donnera qu’une si a+b> 200°, parce qu’alors 
le point B'" passerait au-delà de A'. Discutant de la 
même maniéré le cas où l’angle A est>ioo°, on 
pourra établir ainsi les symptômes qui déterminent 
si , dans le cas n , la question admet deux solut 
ou n’en admet qu’une. 

a>b une solation. 11 n'y aura 

a < b (leux solutions. ' qu'une aol 
a-f-A>aoo° une solution. 
n-f- 6 < 200 0 deux solutions. — 0 ‘i, 

a-\~b > 200 0 deux solutions. oll „ — 

a-\~b< 200 0 une solution. îoo o_ h y cn 
a>b deux solutions. aura denx ti 
a<b une seule solution. b~ ioo°. 


A< ioo°, b < ioo° 
A< 10 o°,b> ioo° 
A> ioo°,ô< ioo° 
A> 100 °,b> ioo° 
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xcr. Ces mêmes résultats peuvent s’appliquer au 
cas cinquième par la voie du triangle polaire , et on 
en tirera les symptômes suivants, qui feront connaître 
si pour des valeurs données de A , B , a , il y a deux 
triangles qui satisfont à la question , ou s’il n'y en a 
qu’un. 


«> ioo°, B> ioo° 


A<B 

A>B 


une solution, 
deux solutions. 


«> ioo°, B< ioo° 


A+B < aoo° une solution. 
A-f-B > 2oo°deux solutions. 


«< ioo°, B> ioo° 


\ 


A+B< 200°dcux solutions. 
A-f-B > 200° une solution. 


a < i oo°, B < ioo° \ A < B deux solutions. 

(A>B une solution. 


Il u y aura 
qu’une solu- 
tion si l’une 
des égalité» 
suivante» a 
lieu azzioo° f 
Ai: fi, A-f-B- 
aoo°. Il y eu 
aura deux si 
B — ioo°. 


xcii. Dans tous les cas , pour écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, i° que tout 
angle ou tout côté doit être plus petit que 200° j 
2 0 Que les plus grands angles sont opposés aux 
plus grands côtés, et vice versa , en sorte que si on a 
A > B , il faut qu’on ait aussi a> b. 


Exemples de la résolution des triangles 
sphériques. 

xcm. Exemple L Soient O, M, N trois points f 
situés dans un plan incliné à l’horizon ; si de ces 
trois points on abaisse les perpendiculaires OD , M m , 
N «, sur le plan horizontal DEF, les objets situés en 
O, M, N devront être représentés sur le plan hori- 
zontal par leurs projections D,/«, n , et l’angle MOV 
par tn D n. Cela pose , étant donné l’angle MON , et 
les inclinaisons de ses deux côtés OM , ON sur la 
verticale OD , il s’agit de trouver l’anirle de projec- 
tion m D n. 

Du point 0 comme centre et d’un rayon — j , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre cr» 

Huit. cd. ' -j Q 


£ 02 • trigonométrie 

A , B, C, les côtés OM, ON et la verticale 01), vous 
aurez un triangle sphérique ABC , dont les trois cotes 
sont connus ; on pourra donc déterminer l’angle C 
égal à m D n par la formule du premier cas. 

Soitparexemple,rangleMON = AB=64' , 44' 6° î 
l’angle DOM = AC=98° ia', et l’angle DON=BC= 
io5° 4a', on aura par la formule citée 

sin a8° 5?' 3o" sin 35° 87' 3o” 
sin T C=B • g8° ia' sin io5 u 4 a' 

Valeur que l’on calculera ainsi : 

L . s in *8° 5 7 ' 3o"... 9 .63 7 3 9 56 L.«/» 9 8° 9.9998106 

L. sin 35° 87' 3o"... 9.727666a L .sin io5° 4a' . ..9.9984 2/12 

somme + » LR. 1 ^ 365^8 19.998*348 

»9-998^ 3 48 

. a L. xin 7 C 19.3668170 

„ t i C. = 3a° 4 -o" ■ 5 
L. sin t C 9-683/, o85 | ’c=64 941 

Donc l’angle 64» 44' 60", mesuré dans un plan in- 
cliné à l’horizon, se réduit à 64° 9' 4 I ’i lorsqu il est 
projeté sur le plan de l’horizon. 

Ce problème est utile dans l’art de lever les plans , 
lorsque le terrein sur lequel on opéré présente des 
inégalités sensibles , et qu’on veut cependant déter- 
miner les positions principales avec beaucoup d’exac- 
titude. 


fi , 4 xciv. Exemple II. Connaissant les latitudes de deux 
6 ’’ ‘ points du globe, et leur différence en longitude, 
trouver leur plus courte distance. 

On imaginera un triangle sphérique AC B formé 
par le pôle boréal C , et les deux lieux A et B dont il 
sVit ; dans ce triangle on connaîtra l’angle au pôle 
ACB ’ qui est la différence en longitude des deux 
points’ A et B, et les deux côtés compris AC, CB, 
qui sont les compléments des latitudes des points A 
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et B. On déterminera donc le troisième côté AB ppr 
les formules du cas m. 

Soient, par exemple, A et B les observatoires de 
Taris et de Pékin ; la latitude boréale de l’un de ces 
lieux est de 54 J 26' 36 ", celle de l’autre est de 44 ° 
33 ' 73", et leur différence en longitude est de ta6° 
80' 36 ". Ainsi on aura 

a— 43 ° 73 ' 64 " 

0 b— 55 66 27 

C = 1 26 80 56 . 

D’après ces données on aura pour déterminer c, 

, . . cos C tang b 

les formules tang 9 = — — - — , cos c — 

COS b cos (a — ?) , ... . , 

, dont voici le calcul 

cos ? 

L. cos C\ . . . 9.6114352 

I ..tangb. . . . 10.07767 07 

L. tting^. . . . 9.6891059 
L’angle 9 que donnent les tables par le moyen de ce 
logarithme - tangente est 28° 94’ 2 3 ". Mais il faut 
observer que cos C est négatif, et qu’ainsi tang <p 
étant négatif, on doit prendre 9 = — 28° p4 f 23 ", ce 
qui donnera a — ? = 74° 67 '• 87". Cela posé, en ob* 
servant que cos ( — 9) — cos 9, on achèvera ainsi le 
calcul 

L. cos (a — 9 ) • • 9.5880988 
L. cos b 9.8071953 

19.3952891 
L. coi 9 9.9554823 

L. cote. ..... 9.4418068 

Donc la distance cherchée c = 82° 16' o 5 ". Cette 
même distance peut s’exprimer en myriametres par 
82i.6o5 ; car un myriametre est la longueur d’un 
arc de dix minutes , et un métré est celle d’un are 
d’un dixième de seconde. 

26. 


1 
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xcv. Exemple III. Pour donner un exemple du 
cas cinquième, proposons-nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connaît les deux angles 
A = j 8 u 5 o' , B = 54 ° o', et le côté opposé à l’un 
d’eux a = 99° 20' 17". Au moyen de ces données, 
on trouve d’après le tableau de l’art, xci , qu’il ne 
doit y avoir qu’une solution , parce qu’on a tout à 
la fois a < ioo°, B < too° et A > B. Voici le calcul de 
cette solution. • > 

i° Le côté b se trouvera par la formule s in b = 

. sin B 
stn a ^— 7 . 
sin A 

L- fin a 9.9999659 

L. sin B 9.8751256 

10 — L. sin A 0.0252525 


L. sin b 9.900344° 

Ce qui donne ô= 58 ° 5 o' i 4 " ou son supplément 
i 4 i° 49’ 86 '; mais puisque l’angle B est< A, il faut 
que le côté b soit < a , ainsi la première valeur est la 
seule qui puisse avoir lieu. 

2 0 Pour avoir le côté c on doit faire tang 9 — 
«w B ,an S a ^ m \ < an S B sin ?_ 

R ’ s,n — — taHg A - 

tang B cot A sin ? 

~ ^ 


L- sin 9.- 9.9999220 

L. cos B 9.8204063 L. B — I.R 0.0547193 

L. tanga — LR 1.9016731 L. cot A 9 . 5455 x 36 


L. tang 9- • • • 11.7220794 L- sin (c — 9)- • 9.600x649 
9=98° 79' 28". 8 c — 9 = 26° 7' 70". 5. 

Ici on a encore le choix de prendre pour c — 9 la 
valeur a6° y' 70”. 5 , ou son supplément 1 y 3 ° 92' 29” . 5 ; 
mais en prenant cette seconde valeur , on aurait 
c > 200 0 , ainsi il faut s’en tenir à la première, qui 
donne e=ia 4 ° 81' 99". 3 . 
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3° Enfin , pour calculer directement l’angle C , 

cos a tang 1 $ 


nous prendrons les formules tôt 9 
si/i (C — <?) 


il 


,(0 


cos A fin 9 
cos U 


L. cos a 8.01)82928 

L. tang B — LH 0.0547193 

L^cof 9 8 .i 53 oiai 

9 = 99 ° ÿ 45 ". 5 


L. si/i 9 9-9999563 

L. cos A 9.6202711 

L. R — L coj B. 0.1795937 

L. sin (C — 9 ) 9-6998211 
C — 9 = 33° 40 ' 54 ". 5 
9 • - 99 9 45.5 

C = 1 3 a 5o 0.0 
On n’a pas pu prendre pour C — 9 le supplément 
de 33° 40 ' 54". 5, parce qu’il en serait résulté pour G 
une valeur plus grande que aoo°. Ainsi on voit qu’en 
effet le problème proposé n’est susceptible que d’une 
solution. 


Nota. Ceux qui voudront connaître les applications les 
plus utiles de la Trigonométrie, ne pourront mieux faire 
que de consulter le Traité de Topographie , d’Arpentage 
et de Nivellement , par M. Puissant. Paris , 1807. 


( 1 ) 1. angle auxiliaire 7 n'rat pas le même que celui qui a servi à 
calculer le côté c. 
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APPENDICE 

Contenant la résolution de divers Cas particuliers 
de la Trigonométrie. 

xcvi. L k résolution des triangles , telle quon Tient de 
l’exposer , ne laisse rien à desirer du côté de la généralité. 
11 est néanmoins quelques circonstances où l'on peut , avec 
avantage , substituer des solutions particulières aux solu- 
tions générales , soit pour abréger les calculs , soit pour en 
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de 
l’erreur des tables. Nous allons résoudre quelques-uns de 
ces cas particuliers , en choisissant ceux qui sout de l'usage 
le plus fréquent, ou qui conduisent aux formules les plus 
remarquables. 

Nous continuerons de désigner par A , fi, C, les angles 
du triangle proposé , rectiligne ou sphérique , et par a, b, c, 
les côtés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup- 
poserons de pins le rayon des tables i , ce qui n’aitere 
pas la généralité des résultats. Les angles A, B, C, sont 
exprimés dans le calcul , soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs qui les mesurent , ces arcs étant 
pris dans le cerrle dont le rayon est i. Si un angle ou un 
arc x est très-petit , on pourra mettre, au lieu de sin x et 
, x l 

cos x, leu rs valeurs en séries ; sa voir : rm x = x etc. , 

J. a. 3 

cos x = i *— 1- etc. ; mais alors x doit être exprimé en 

i.a 

parties du rayon. I7n arc étant trouvé en parties du rayon , 
pour avoir sa valeur en minutes , il faut le multiplier 
par le nombre de minutes comprises dans le rayon ; ce 
aoooo 

nombre est =: G366 . 1977337 , et son logarithme 

T ? 

= 3.8o388oia2j)7. 
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§. I. Des triangles rectilignes dont deux angles sont 
Ors-petits. 

jccvii. Supposons que les angles À et B soient très-petits 
et par suite C très-obtus, on pourra faire s in A=A— j A.' , 
s in B = B — £ B 1 , et sin C = sin (A-+-B)rrr A+B ~ j-(A-f-ll) 1 . 
Si donc on connaît le côté c avec les angles adjacents A et 
B, on trouvera les deux autres côtés par les formules am 


c sin A 


,»* = 


c sin B 


, lesquelles , en substituant les 


sin ( A-4-B ) ’ sin (A+B ) 
valeurs précédentes et réduisant, deviennent 
rA / sAB + B‘\ 

a =rr ^ i+ — « — ; 


b= 


cB 


,( 


1 -4 


A' + sAB' 


)• 


A + B\ ‘ 6 

et de là résulte a-\-J> — r^jcAll. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près qui contiennent quatre dimensions en A 
et B. 

xcvm. Supposons en second lieu qu'on donne les deux 
côtés a et b, avec l’angle compris C — aoo° — 0 , 0 étant trcs- 
petit. On aura d’abord c’=fl'4-ô*+artô cos 0 = o’-t-ô*+2uô 
(1 — 7 0') = (n -f-ô)* — ub 0’ ; donc 

a b e 

c — a-\-b — | — . 

a -f-ô 

a . 

Ensuite l’angle A se trouvera par l’équation sin A =-«»C= 

-sin 0 , d’où l’on tire , en substituant la valeur de c et celle 
c ^ 

a 0 

fl-f-Ô 


der/n0,rinA=^(0+^ ( -^;6^;6 1 )- 

f t ab—a'—b' 8’^ 

V + (« + *)’ 'TJ' 


Donc K~sin A-f-*M/i* A = 


afl 


De là 

a-\-b (a-f-fc)* 6 


on déduirait la valeur de B en permutant entre elles les 
lettres a et è; mais A étant connu, on a immédiatement 
B = 0 — A. Si 0 est donné en minntes , pour avoir A exprima 
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aussi en minutes , il faudra , dans les formules précédentes, 

A 0 

substituer, au lieu de A et Q, les rapports — » — , R étant le 

nombre de minutes comprises dans le rayon. On aura ainsi 

4aé> //I\î 


C — a\-b- 




G)' 


. r T , /e y] 

« + *L 0(«+*)* \R/ J 


xeix. Pour donner un exemple de ces formules , soit <7— 
iooo m , £=2400'" , C= ou g =68', on aura <M-ô— c= 

11.00000 

-• f J =0.037806, d ou 0=3399”, 962194. F.11- 


3400 


suite on a par une première approximation A: 


ou 


a-\-b 


= 20', et 


Jî = 0 — A — 48', mais la formule entière donne A~ 20' 
2400 X 1400 / 68 \ *"1 

IG “ -6(3400) ■ UV J = ,£> ‘999^, et par suite 

B — 48'. 0001 10.Ï4 > valeurs qui doivent être exactes jusque 
dans (a derniere décimale. 


J. II. Résolution du troisième cas des triangles rectilignes 
par la voie des séries. 

c. Etant donnés les deux côtés a et b et l'angle compris C, 
pour trouver l’angle B, on a la proportion b : a y. sin B : 
s in (B + C) , laquelle donne a sin R — b (.«/1 B cos C -f- 

_ . , sin B b sin C 

cos B sin C), et par conséquent - = - . Si dans 

cos B a — b cos C 

cette équation cêt met à la place des sinus et cosinus leurs 
valeurs en exponentielles imaginaires*, on aura 

b(e cv'- , _ e -c^-) 


^BV'— , +e -Bv'-, 

D’où l’on tire 




.îBv'-i 


2 a — b (c 

a—be- cx/ ~ l 


’) 


a — be 


.CV'-t 


Prenant les logarithmes de chaque membre et développant 


* 


trigonométrie. 

le second en série d’après la formule connue L (fl — x ) — 
.t ,r‘ .r 3 

La etc. on aura * 

fl ia * 3 s 1 

a B»/— i = - e cv '-* + — c aCv/ -i + -^- T e 3cv '- , -+-ctc. 
a a fl* 3 o 

'»* ,-atV-, J^-3Cv'-._ efc ’ 

a a a* 3 fl 3 

Donc en divisant par av/ — i , et observant que <; mC ' / 1 — 

e î\/ — i «fl /a C, on aura 

b b * ô 3 b* . „ 

B=- «’nC H «’« a C-< ; «a 3 C «fl 4 C +etc. 

a a a’ 3 o 4 a 


C’est la valeur de l’angle B , exprimée en parties du rayon , 
par une suite dont la loi est très-simple , et qui sera d’au- 
tant plus convergente que b sera plus petit par rapport a fl. 
La valeur qu’on vient de. trouver doit satisfaire aussi à 

l’équation ra/ig-(B-l- jC)= ran ffî C, qui est la même 


que fflfl^f ( A — B) — - 


i — b 


a-\-b 

, , , . «fl B 

la forme, de 1 équation 


cot-j-C, et qui ne différé que par 
b sin C 


cos B a — b cos C 


ci. L’angle B étant connu , on aura le troisième angle ' 
«in° — B — C. Quant au troisième côté c, il dépend de 
l’équation c’=za‘ — -xab cos C-f-ô* , laquelle donne parl’ex- 
traction de la racine, 

b' b' . „ 

c=.a — b cos C~1 «a* C-t «fl* Ccos C — etc. 

ia a«* 

Mais cette série n’a pas une marche régulière , et ne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a* — a ab 
cosC-\-b' — (a — be i ‘ v '~~ l ) (fl — bp—* C *'— >),car le produit 
développé de ces deux facteurs donne 
a* — aô( c Cv/ — * -f-e - , )'-l-ô’ , ou fl’ — a a b cos 

On a donc c* — (a — ie Cv/ — 1 ) (a — bc Cv/ ’)• 

Brenant les logarithmes de chaque membre, il viendra 
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V- -etc. 
a a* 


a 


b _r y/ » ^ 

-|-Lrt — e ' e 

a 2 a 1 


îCV- 1 


3o3 

ft3 

. < 

3 aî 


3C\/— i 


- etc. 


Donc en réduisant de nouveau à l'aide de la formule 

f mCy/ *_j_ e m(V — l _ acW m on aura 

b b‘ b 1 

L c= La cor C cos iC — — — - cos 3 C — etc. 

a 2a’ 3 a 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur de 
B; il faudra multiplier ses différents termes par le module 
0.43429448 , si on veut que les logarithmes soient ceux des 
tables ordinaires. 

§. III. Résolution r%t troisième cas des triangles sphériques 
par la voie des séries. 

en. On a fait voir dans le paragraphe précédent que la 

m-\-n , 

valeur de x tirée de l'équation tang .r = — ^ tan g 7 t- • 

peut s’exprimer par cette série 

9 n 2 n* 

x-=z~. CH sin C H sin a C + ; — :«« 3 C + etc. 

m a rn‘ 3 /« 

Or dans un triangle sphérique où l’on connaît les deux 

côtés a et b et l’angle compris C , on a par les analogies de 

■.««*«. Néper *. 

A — B tin(±a-\-±b) 

cot = ~ tang\ C 

a sin(^a--b) 

— sin -, acos -, b + cot ± asin ''ï tang C 

sin'-acos\b — cos f a sin 4 b 

A -l-B cor(Ÿn- 4 - 7 Ô) _ , „ 

cot =s — y, rpc tang'- C 

2 cos(^a — -0) 

cos-acos^b — sin~nsin\b 

- : : — —7 tang - L 

cos j a cos 7 b -f- sin ÿ a sin- b 

Donc, en vertu de la formule précédente et supposant 
toujours b<a, on aura 


Die 


îhigonoMkthiï. 


4n 


A— B „ tans'- b . „ tang' {b 

= i oo° — v C «nC — sin a C 


tari"' i b 
3 tang‘ 7 a 


a lang‘ 7 a 


sin 3 C — etc. 


A-f-B „ tang^b . tang' -b . 

— 1 oo° — 7 C -H — ■ — - — sut G — 77 — sm a C 


col ' a 
tang ’ 7 b 

3 cot 1 7 a 


2 coi* 4 « 
tu 3 C — etc. 


Suites dont la loi est très-simple, et qui seront d'autant plus 
convergentes que b sera plus petit. La première est tou- 
jours convergente , puisqu'on suppose b<a; la seconde le 
sera aussi , si on a tang - b<_cot 7 a , ou a-{- 6< apo°. Elle 
serait divergente et fausse si on avait 200“, mais ce 

cas peut toujours s'éviter ; car la résolution du triangle 
BCA dans lequel on aurait CA CB > aoo", se réduit tou- c g . 
jours à celle du triangle A'C B' dans lequel on a CA' -J- 
CB' <aoo°. Au reste, la seconde série est dans sa plus 
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux très- 
petits ; alors le troisième côté c est très-petit aussi , puis- 
qu’on doit avoir c<« -f-ô , et le triangle sphérique différé 
très-peu d’un triangle plan ; dans-ce cas l’excès de la sonjme 
des trois angles sur deux angles droits, s’exprime ainsi : 


A-f-B-f-C— 200°—-|- tang j a tang 4 b sin C— ‘ tang 1 7 a tang' 4 bstn 2 C 
-f-> tang 1 7 o tang' 4 b sin 3 C — etc. t 

cm. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé, 
on a l’équation cos c =r cos a cos b -f- sin a sin b cos C , de 
laquelle il est aisé de déduire les deux suivantes : 
sin'\c—sin'\a cos ’ f b— 7 sin\a cos- À b cos-, a sin ÿ b cos C-f-cor ’4 a sût' ^b 
cos *7 c~ cos * 7 a cos ‘ 4 b+ 2 cos ‘ a c.os\ b sin'-a sin^b cos C-f -sin ‘ jasin'^b. 


Par la forme de ces valeurs on voit que sin 7 c peut être 
regardé comme le troisième côté, d’un triangle rectiligne 
dans lequel on aurait les deux côtés connus sin 7 a cos 7 b , 
cos 7 a sin 7 b et l’angle compris C ; de même cos 7 c est le 
troisième côté d’un triangle rectiligne , dont deux côtés 
seraient cos 4 a cos 7 b , sin 4 a sin 4 b et l’angle compris 200° 

— C. Donc on a par la formule trouvée pour les triangles 
rectilignes *. * et. 
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fog sin 
logeas 


4l2 


jc= log(sin ; a cos | b) — 


ta 11 g ~ b 
tanirt- a 


cos C — 


tang' 1 ; b 
2tang'~a 


cos 2 C — etc. 


. » f . .... tang\b tang‘±b 

c—log cos-,a cos'- b ) H * — cosC — CO s 2C- 


cot\ a 


a cof ’4 a 


-etc. 


Il est à remarquer ultérieurement que comme chacun des 
triangles rectilignes dont nous venons de parier peut se 
résoudre par le moyen d’un triangle rectiligne rectangle, 
on peut directement réduire la résolution du triangle sphé- 
rique proposé à celle d'un triangle rectiligne rectangle. 

On tronve par ce moyen que fin 4 c est l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont sin\ (a+ft) sin^C et 
sin 4 (fl — b) cos ' C. De même cos 7 c est l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle , dont les côtés seraient cor 4 (a — 6 ) cos 4 C 
Ct COS “■ +*>) sin \ C. 

De plus , si on appelle M l'angle qui dans le premier trian- 
gle est opposé au côté sin ; ( a — b) cos± C , et dans le seéond, 
3 V l’angle opposé au côté cos 4 (a— b) cos j C , il résulte des 

, . , , A-B A+B w 

analogies de Neper qu on aura — M, ct = îf ou 


= aoo° — N ; savoir : 


A+B 


= N si a + b < 200 0 , et 


A+B 


2 2 

rzjoo° — N si n + ô>200°. Donc dans tout triangle sphé- 
rique où l’on connaît deux côtés a ct b et l’angle compris C, 
on peut trouver directement chacune des quantités je, 

A + B A — B . . ... 

-, , par la resolution d un triangle rectiligne 

2 2 

rectangle où l’on connaît les deux côtés de l’angle droit. 

Il résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l’angle M ou 
A — B _ _ sin 7 ( a — b) 


• par la formule tan g M = ■ 


cot -j C , on 


a ‘ ' r«i4(a + é) 

peut calculer le troisième côté par la formule sin 4 c = 
sin 4 (fl — b) cos 4 C sin 4 ( a + b) sin 4 C 
sin M cos M 


IV. n. ï*s formules trouvée» dons ce paragraphe s'appliqueront 
aisément à la résolution «lu cinquième cas de» triangles sphérique» , 
pnisqne celui-ci peut se rapporter au troisième par 1a propriété du 
triangle polaire. 
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§. IV. Résolution d’un triangle sphérique dont deux côtés 
sont peu différents de î oo". 


civ. Soient a et b les deux côtés donnés peu différents 
de ioo°, on propose de déterminer l’angle C par le moyeu 
des trois côtés a, b, c. 

Si les côtés a et b étaient exactement égaux à ioo°, on 
aurait C = c ;donc a et b différant très-peu de ioo°, l’angle 
C aura pour mesure un arc très-peu différent de c. Soit « = 
ioo°-|— * , b =z ioo 0 -+-6, C = c-|-.r ; si on substitue ces va- 

cos c — cos a cos b 

leurs dans 1 équation cos C = : ; — , on aura 

sm a sut b 

cos c — sin a sin g 

cos (c + jcj = . Mais puisque a et g sont 

cos a cos g 

supposés très-petits , on peut en négligeant seulement les 
termes où « ou g montent au quatrième degré, faire 

«* ë’ 

sm a sm g m a g , cos a cos Ç — i , ce qui donnera 

a a 

, „ cos c — a S 

CO.» (c-Hr) = ; — = (i +• i a’-f- i g‘) COS c — a g 

1 T a — 7 » 

or , en négligeant le quarré de x, on a cos (c+x) — cos c — 
x sin c; donc 

a ë — t (a' + ë") cos c 

x — 

sin c 


Et puisque x est du second ordre par rapport à a et g , on 
voit qu’il n'y a de négligées dans cette valeur que les quan- 
tités du quatrième ordre. Soit 7 (a + ë) —P, 7 (a— g) = q , 
ou a=p+q, ë=p—q, on aura sous une forme plus simple 
, / 1 — cos c\ Z' I — f— cos c\ 

x==p 

Cette valeur est exprimée en parties dti rayon ; mais comme 
dans la pratique p et q sont données en secondes, si l’on 
veut que x soit exprimé aussi en secondes , il faudra faire 
p ' o‘ 

x = r UlnB C ~~ R cot ~‘ c ’ 

R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon, 
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nombre dont le logarithme = 5 . 8o3tS8oi. Connaissant x, 

on aura l’angle cherché C =: c+a - . 

Le formule que nous venons de trouver est utile dans les 
opérations géodésiques pour réduire à l’horizon les angles 
observés dans des plans inclinés; elle est plus expéditive et 
demande des tables moins étendues que la formule du cas 
premier des triangles sphériques , dont nous avons donné 
un exemple (n° g3). Cependant, si les élévations ou dé- 
pressions * et 6 étaient de plus de a ou 3 degrés , il serait 
plus sur de se servir de la méthode générale. 

§. V. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont 
très-petits par rapport au rayon de la sphere. 


cv. Lorsque les côtés a, b, c, 6ont très-petits par rap- 
port au rayon de la sphere , le triangle proposé est peu 
différent d’un triangle rectiligne ; et , en le considérant 
comme tel , on peut en avoir une première solution appro- 
chée, mais on néglige de cette maniéré l’excès de la somme 
des angles sur 200 °. Pour avoir une solution plus appro- 
chée , il faut tenir compte de cet excès , et c’est ce qu'on 
peut faire très-aisément , au moyen d’un principe général 
que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphere sur laquelle est situé le trian- 
gle proposé , si l’on imagine un triangle semblable tracé sur 
la sphere dont le rayon est i , les côtés de ce triangle seront 


a b c 

, cos, - —cos ~ cos - 

abc r r r 

et on aura cos A — ; Mais puisque 


r r r 


b . c 
sui -stn - 
r r 


r est fort grand par rapport à a , b , c r , on aura d’une 

. . a a% a * 

maniéré très - approchée * cos -=i— — ; -i -, 

r ir a . 3 . r 4 


b b * ô‘ 

cos - = I 1 — -, 

r a r* a . 3 . 4 r' 


r a/-* ”^2.3.4 r 4 ’ 


b b b' c c c * . 

sm - — — , , stn- — r— r. Substituant ces 

r r a . 3 r' r r a . 3 r* 
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•val pur» dans l'équation précédente, et négligeant les termes 
de plus de quatre dimensions en a , b, c, on aura 

b'-x-c' — a' n 4 — b* — c* b' c' 

— : 1_ 

2 r* 24 r* 4 r* 


cos A — ■ 


> c ( _ b- 

r* \ 6r‘ 6r‘) 


b'+c' 


Multipliant les deux termes de cette fraction par 1 H — 


et réduisant, on aura 

fc'-j-r* — a* _ a 4 -f-6 4 -J-c 4 — aa’ô"— s«'c’- aô'c* 

cos A=: : 1 , r — , , 

2 bc il\bc r 

Soit maintenant A’ l’angle opposé au côté a, dans le trian- 
gle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux 

ô*-f-c* — a* 

arcs a, 6, c: on aura cos K — et 4 b’c'sin’A 

2 oc 

— îa‘ 6* + 2 fl* c* 4- aft’ c* — a 4 — ô 4 — c 4 . Donc 

bc 

cos A = cos A — — — stfl* A . 

or 

Soit A = A'4-x, on aura en rejetant le quarré de x, 

bc 

cos A =cos A' — x sin A', d’où l’on voit que x=— - «Vi A'; 

Or' 

, i c .. 

et puisque x est du second ordre par rapport a - et - , il 

s’ensuit que ce résultat est exact aux quantités près du 

quatrième ordre. On aura donc 

bc . , 

A = A'+ — sin A'. 

6 r 

Mais j ôc sin A' est l’aire du triangle rectiligne dont a, b, c 
sont les trois côtés , laquelle ne dilferc pas sensiblement de 
celle du triangle sphérique proposé. Donc , si l'une ou l'autre 

et et 

aire est appelée®, on aura A = A'+— - , ou A'=A — — . 

3 r* Sr‘ 

Cl (X 

On aurait semblablement B'rrB — — — , C'= C — — - , et 

Dr .» r 


il en résulte A'H-B'-f-C 1 ou aoo° = A 4- B 4- C — — . On 
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peut donc considérer — comme étant l’excès de la somme 
r* 

des trois angles du triangle sphérique proposé sur deux 
angles droits. Cela posé, on a ec théorème remarquable qui 
réduit la résolution des triangles sphériques très-petits, à 
celle des triangles rectilignes. 

Etant proposé un triangle sphérique dont les côtés sont 
très-petits par rapport au rayon de la sphère , si de chacun 
de ses angles on retranche le tiers de l'excès de la somme des 
trois angles sur deux droits , les angles ainsi diminués pour- 
ront être pris pour les angles d'un triangle rectiligne , dont 
les côtés sont égaux en longueur à ceux du triangle sphé- 
rique proposé , ou en d’autres termes : 

Le triangle sphérique très-peu courbe dont les angles 
sont A , B , C , et les côtés opposés a , b , c , répond toujours 
à un triangle rectiligne qui a les côtés de même longueur 
a , b , c , et dont les angles opposés sont A — ÿ t , B — -J t, 

C — j e , e étant l’excès de la somme des angles du triangle 
sphérique proposé sur deux angles divits. 

cvi. L’excès £ ou qui est proportionnel à l’aire du 

triangle, peut toujours se calculera priori parles données • 
du triangle sphérique considéré comme rectiligne. Si deux 
côtés b, c, sont donnés avec l’angle compris A, on aura 
l’aire « = j6c sin A ; si on donne un côté a et les deux 

. ., . sin B sin C 

angles adjacents B , C , on aura 1 aire a = a’ — -• 

sm (B-J C) 

Ensuite on aura e — — R, R étant le nombre de secondes 
r‘ 

comprises dans le rayon , cl de cette maniéré £ sera exprimé 
en secondes. 

Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur la 
surface «le la terre, considérée comme sphérique (i), il 

(i) Dans les opérations géodésiqnes les triangles SOT] t le pins son- 
vent formés entre trois stations inégalement éloignées dn centre de 
la terre ; mais , par des réductions couvenaldes , on substitue aux 
triangles observés les triangles qni résultent de la projection des sta. 
nous sur une même surface sphérique perpendiculaire à la direction 
de la pesanteur. 
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faudra supposer que les cités a,b, c, ainsi que le rayon île 
la terre r sont exprimés en métrés. Or , puisque le quart 
du méridien jsr est égal à 10000000 métrés , on en conclut 
log r= 6 . 8 o 388 oi ; d’un autre côté le rayon R exprimé en 
secondes , a pour logarithme 5 , 8 o 388 oi. Donc si au loga- 
rithme de l’aire a exprimée en mètres quarrés , on ajoute 
le logarithme constant 3.196119, et qu'on retranche dix 
unités de la somme, on aura le logarithme de l'excès e 
exprimé en secondes. 

Connaissant S on retranchera on on supposera retranché 
6 de chaque angle du triangle sphérique proposé , et alors 
dans le triangle rectiligne formé par les côtés a , b, c, et les 
angles A / — ÿt , IT= B — ÿ t , C' — C — j-e , on aura 

les données nécessaires pour en déterminer toutes les par- 
ties. Ainsi on connaîtra en même temps celles du triangle 
sphérique proposé. 

cvu. Exemple. Soient donnés l’angle C et les deux côtés 
a et i, savoir : 

C= ia 3 * 19' 99" . a 3 


log <1 = 4. 58 gi 5 o 3 


log b — 4 . 5 a 19371 

la quantité 7 a b sin C qui représente l’aire du triangle, 
aura pour logarithme 8.78055 , à quoi ajoutant a. 19617, 
on aura logi — 0.97667 , partant 6 = 9". 48 et | e = 3 ". 16. 
Cela posé, il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel 
on a les deux côtés a et b comme ci-dessus , et l’angle 
compris C'= ia 3 * 19' 96''. 07. Pour cet effet, nous sui- 
vrons la méthode du n° 56 , 


a..... 4.5891 5 o 3 
b 4.5319371 

tangf 


o.o 67 aa 3 a 


tang ( <p — 5 o*) 8.8878393 

col j C' q. 838 i 1 10 

A' — B' ~ „ „ 

tang . 8.7359503 


'**• 


? = 54 ” 90' 74". 7 » 
J C' = Gi 69 98 ,o 3 
ioo°— ^C '=38 40 1 


9 -i. . 






. . T, . __ 


Huit. édit. 


t 
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II reste ù déterminer le troisième côté c, ce qui se fera par 

. a sin C 

I équation c — 

sin A' 

« 4 • 58 g 1 5 o 3 

\in A' • • • 9-7854893 

différence 4 - 8 o 366 io 4 - 8 o 366 io 

un C' • • • 9‘97o5oo8 sin B'- • • 9-7182661 

l°gc=.. 4-7741618 log b = 4 - 5ai927i 

Donc dans le triangle sphérique proposé, les éléments qu'il 
fallait trouver sont : 

A = 4i°78' 44" .40 

B = 35 1 65 -86 

4 >g-c = 4-774*618, ou e= 5 q 4 5 1“ jjg.. 

jV r . /J. La méthode donnée dan» ce paragraphe , peut servir aussi 4 
fig. îG. résoudre les triangles dans lesquels deux cotés seraient très-peu dific- 
rents de ioo° et le troisième très-j>etit. Car , en prolongeant les grauds 
cotés A C', A B, on aura un triangle sphérique BCA , dont les troi» 
«ôtés seront très -petits. 

VI. Des triangles sphériques dont deux angles sont 
très-aigus. 

ïg. i-, cvm. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequel 
A et B sont deux angles très-aigus , soit LMN son triangle 
polaire, de sorte qu’on ait MN= 200’— A et LN=20o” — B. 
Si on prolonge les arcs NM , KL , jusqu’à leur rencontre en 
K , il est clair qu’on aura KM=A , et KL=B, le <riangle 
LOI aura donc ses côtés très-petits , et il sera dans le cas 
d’èlre résolu par la méthode du paragraphe précédent. 
Soient A’, B', C', les trois angles et a', b', d les trois côtés 
du triangle LKM , on aura 

A' = MLR = a a' = K 3 I = A 

B' = LMK = b b' = LK = B 

C' = LKM = 200 0 — c c' — 131 = 200° — C. 

Donc trois éléments connus daus le triangle ABC en don- 

neront trois dans le triangle LKM , et par conséquent trois 
aussi dans le triangle rectiligne auquel le triangle LKM 
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peut cire ramené: or celui-ci étant résolu, on aura la 
solution du triangle LKM , et de là celle du triangle pro- 
posé ABC. 

cix. Soit par exemple, Az= 3 n , B=a° et le côté adjacent 
c=i 5 o°, les données du triangle LKJVI, ou plutôt A'B'C', 
seront <i' = 3 °, ô'=a°, et l’angle compris C'= 5 o“. Par 
le moyen de ces données , on trouve l’excès sphérique s 
•t a' b' sin C ' 

= — 333 ".ai, et le tiers de 6 étant retranche 

R 

de C', le reste sera 49 ° 98' 88 ".93. Il faut donc résoudre 
un triangle rectiligne dans lequel on a les deux côtés a'— 
3 oooo", 6'= aoooo", et l'angle compris C"=:49 0 98' 88 l> .93. 
On trouvera les deux autres angles A"=:io 3 0 64' 86 ". 33 , 
B"= 46° 36 ' .75 , et le troisième côté c' = a 12 44 ” -36 ; 

ajoutant donc^s aux angles A" et B" du triangle rectiligne, 
afin d’avoir les angles A', B' du triangle sphérique, oh aura 
pour la solution cherchée 

A' = a — ro 3 ° 65 '97’. 4 ® 

B' = b = 46 37 35 .8a 
C = aoo° — c'= 197 87 55 .64 


J. VII. Du polygone régulier de dir-sejit côtés. 

ex. Noos terminerons ces applications du calcul trigOno- 
métrique en donnant , d’après l’excellent ouvrage de Gauss 
cité page 1 12 , la maniéré d’inscrire le polygone régulier de 
17 côtés par la simple résolution des équations du second 
degré. 

. aoo° t . 

Soit I arc = 9 , je dis d’abord qu’on aura 1 équation 

cos 9 +ras 39 +cos 59-+-co^ 7 9+cos Ç)f+cos 1 1 9+cor 1 3 9+cor 1 59 — !• 
Car si on appelle le premier membre P , et qu’on multiplie 
tous ses termes par a cos 9 ; qu’ensuitc on change chaque 
produit de deux cosinus en cosinus d’arcs simples d’après 
la formule : 

a cos AcorB=car(A-f-B)+-cor (A — B) 

on aura 

aPcor 9=1+2 cor a 9 +* cor 49+2 cor 69 -|-a cor 149+ cor i 59 
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Or puisque 1 7 9 = 200" , on a cos a <p =r cos (aoo* — 1 5 Ç) — 
— cos 1 5 9 , cos 4 9 = cos ( aoo" — t 3 9 ) = — cor i 3 9 , et 
ainsi de suite jusqu'à cos 16 9 = — cou 9- Donc 
a P cos 9=1—2 cos 1 59 — a cos i 3 9 — 2 cos 1 1 9 -..— 2 cas 3 9 — cor 9 
ou a P coj 9 = 1 + cos 9 — 2 P , ou 2 P (1 +cos 9) = 1 ■+• cor 9 - 
Donc P = -j. 

Cela posé , je partage la somme des termes qui composent 
1 * en deux parties, savoir: 

x. = cas 3 9 + cor 5 9 -+- cos 79 + cor 1 1 9 
y — cos 9 + cor y 9 + cor 1 3 9 + cor 1 5 9 - 
J'aurai donc d’abord .r-|-j' = -j; je multiplie ensuite les 
quatre termes de x par les quatre termes de y , et chan- 
geant les produits de cosinus en cosinus d'arcs simples , 
j'obtiens , toutes réductions faites , 

x y — a ( cor a 9 + cor 4 9 + cor 6 9 • • • + cor 1 6 9 ) 

ou t y = — a (car 1 5 9 + cor 1 3 9 + cor 1 1 9 ... + cor 9 ) 
ou enfin x y — — 1. 

Au moyen de ces équation» on trouve 

*==f + il/» 7 î X = J— W'T- 

Maintenant si l'on partage de nouveau les sommes x et y 
chacune en deux parties, savoir: 

.r = r I y — B-f-s 

r = cor 3 9 + cas 59 1 f = cos 9 + cor 1 3 9 

/ = cor 7 9+cor 1 1 9 x= cory 9 +cor i 5 9 » 
on trouvera semblablement 

st— — j , n: = — 7. 

De sorte qu’on pourra déterminer les quatre nombres r , t, 
u, 3 , à l’aide de deux nouvelles équations du second degré. 

Enfin connaissant cor 9 + cor i 3 <f=zu et cos cos i '3 9 
= 7 (cor la 9 + cor 149) = —7 (cor 3 9 + cor 59 ) = — j r , 
on obtiendra , par uue quatrième équation du second degré 
la valeur de cor 9 , et de là celle du cdté du polygone pro- 
posé , laquelle est a sin 9 ou a t/ ( 1 — cor* 9)- 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses équations , elle tient à une théorie très - délicate , 
fondée sur l'analyse indéterminée , ët dont il faut voir le 
développement dans l'ouvrage même de Gauss. On y trou- 
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vera la démonstration complété de ce théorème très - beau 
et très-général . 

« Si le nombre n est premier , et que n — i résulte du 
« produit des facteurs premiers a® Y 5^ , etc. Ja division 
« du cercle en n parties égales pourra toujours se réduire 
* à la résolution d’un nombre a d'équations du deuxieme 
« degré , g du troisième , y du cinquième , et ainsi de 
« suite >. 

FIN. 
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— Graud papier vélin , 56 fr. 

A la marge de chaque article dn Code sont cités le volume et la page des Motifs et de la 
Conférence où se trouve la discussion qui le concerne. 

Conférence du Code napoléon avec la Discussion particulière du Conseil-d’État et du 
Tribunal avant la rédaction definitive de chaque projet de loi, par un Jurisconsulte qui 
a concouru à la confection du Code , 8 vol. in-ia , prix , liroc. , pap. fin , 20 francs. — 
Papier superfin , a6 fr. — Papier vélin , 4a fr. — Grand pap. superfin , 44 fr. — Grand 
papier véun , 56 fr. 

Dictionnaire raisonné , et par ordre alphabétique , des matières du Code Napoléon , 
un vol. in-ia. 

Traité des Conventions , ou Commentaire sur les titres du Code Napoléon, concernant les 
Obligations et les Engagements qui se forment sans convention, un vol. in-ia, 3 fr. 

Code db procédure ctvrLE, avec le rapprochement des articles du Code Napoléon qui 
y ont rapport, une Table alphabétique et raisonnée des matières, et une concordance 
de* deux styles pour 5 o années ; 1 volume in- 18 stéréotypé , prix broché , papier fin, 
1 fr. ao c. — Papier vélin , 4 fr. ; avec le tarif, 40 cent, de plus. 

Le même , in-ia , avec les Motifs et le* Rapports auxquels sa discussion législative a 
donné lien,* avec une Table alphabétique des matières et nne concordance des deux' 
styles pour 5 o années , a vol. , prix broché , 5 fr. — F.n marge des articles du Code , 
on a indiqué les pages des discours où leur discussion se trouve , et les discours portent 
aussi à la marge le numéro des articles qui y sont discutés. 

Gode du commerce , avec le rapprochement des articles du Code Napoléon et du Code 
de Procédure civile qui y ont rapport , une Table alphabétique et raisonnée des ma- 
tières, 1 vol. in-18 stéréotype , prix br. pap. fin , 1 f. — Pap. vélin, 4 fr. , 

Le même , in-ia., avec les Motifs et le» Rapports auxquels sa discussion législative a donné 

lieu , avec une Table alphabétique des matières , un fort vol. prix broché , 3 fr. En 

marge des articles du Code se trouve la même indication faite aux Codes ci-dessus. 

Tables de Logarithmes de Callet, in-8°. tirage de 1808, br. i 3 fc. 

Tables de Logarithmes de Lalande , in-18 br. a fr. 5 o c. 
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On trouve à la meme Librairie , spécialement composée des livret 
concernant les Mathématiques , l' Architecture , la Marine, etc., 


I,f. Cours de Mathématiques de Bczout , à l'usage de la Marine , 6 v. 
in-8° , dont les parties se rendent séparément. — Idem , à l’usage de 
l’Artillerie , 4 vol. in-8* , dont les deux premiers volumes se vendent 
séparément des deux derniers. — Idem , de Bossut , à l’usage du Génie, 
7 vol. in-8 u , dont les parties se vendent aussi séparément — Le Cours 
de Mathématiques de Para Duphanjas , de Roger-Martin, de Lacroix, 
•le Marie. — L’Algèbre d’Euler, et ses différents autres ouvragps. — 
Les ouvrages d’Ozanain, parmi lesquels les Récréations mathématiques, 
h vol. in-8“, la Perspective , la Trigonométrie, etc. — La Trigonomé- 
trie rectiligne de Cagnoli. — L’Abrégé d’Aslronomie de Lalande. — Les 
ouvrages de Laplace. — Les Tubles de Callet , jugées maintenant sans 
fautes. — L’Abrégé des mêmes Tables , dont l'impression s'acheve ac- 
tuellement. — Les Tables de Lalande , dont le dernier tirage porte 
l'avis suivant : 

Un imprimeur-libraire de Paris , le même qui a imprimé il y a quel- 
que temps , dans la feuille Economique, un article assez vif contre les 
contrefacteurs , vient d'imprimer des Tables de logarithmes à cinq figu- 
res , comme celles-ci , et de même format , mais qui ne leur ressemblent 
nullement pour l’exécution typographique. 

Les Tables de M. Lalande sont stéréotypes. — Les chiffres qu’on a 
employés dans cette édition , ayant été gravés exprès pour elle, sont 
détachés en tout sens des filets qui les environnent. — I.es filets et les 
cadres y sont ajustés de maniéré qu’ils semblent ne faire qu’une seule 
pièce. — La correction des Tables a été reconnue dès le premier tirage. 
L’auteur promet too fr. pour chaque faute qui lui sera communiquée; 
il se propose même de porter incessamment cette somme à tooo fr., etc. 

On s’est trouvé dans la nécessité d’établir les différences qui distin- 
guent essentiellement ccs deux éditions, pour que le Public n’attribue 
point aux Tables stéréotypes de M. Lalande les lames qui seraient re- 
connues dans l’édition qu’il n’a pas donnée. 

Les Tables de Borda.-I.es Tables de Prony , d’après celles de Taylor, 
et remarquables par une disposition ingénieuse qui en rend l’usage plus 
facile que celui des Tables de Taylor , sous presse. — Les grandes 1 ables 
du Cadastre , dont la notice se trouve daus l’avertissement des Tables 
de Callet , in-folio , sous presse. 


Livres nouveaux. ' * 

Traité de l’Art du Charpentier , première partie , par Hassenïratz. — • 
Traité de Perspective, par Lavit , i vol. in- 4 ”. — Basai de Statique chi- 
mique , par Bcrlhollet , s vol. in-8*. — Eléments de l’Art de la Teinture , 
deuxieme édition , par le même , a vol. in-8’. — Mémoires sur la Cha- 
leur , par M. de Ruinford , in-8". — Cours de Stéréométrie appliquée au 
Jeaugeage , approuvé par son Excellence le Ministre de l'Intérieur , etc., 
par Bazaine, in-8°. — Cours de Géométrie-pratique, par le meme, 
in-8 0 . — etc. , etc. * ' 
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